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Введение. 


Среди измняемыхъ системъ, строго опредфленныхъ гео- 
метрически или аналитически, существуетъ одна, представля- 
ющая особенный интересъ для теоретической механики. Это— 
подобно-изм$няемое тфло, ближе всфхъ системъ стоящее по 
своимъ геометрическимъ свойствамъ къ твердому тЪлу. На 
основаи этого одного обстоятельства можно предвидфть 
тесную связь между механическими свойствами этихъ Двухъ 
тфлъ. Предпринятый въ такомъ направлени цфлый рядъ изел$- 
дован!й, дЪйствительно, установилъ эту связь, но лишь для 
кинематики и статики. Въ настоящемъ сочинени я имфю въ 
виду пойти дальше и распространить аналогю механических 
свойствъ подобно-измняемаго и твердаго тЪль на динамику. 
Совершенное отсутстые работъ по динамик подобно-изм%няе- 
маго тЬла ‘позволяеть мн разечитывать на снисходительное 
отношене читателя къ моему труду. 

Все сочинеше распадается на три части. 

Въ первой я изучаю простЪйпия возможныя движеня по- 


добно-изифняемаго тфла и даю законы сложена этихъ движе- 
И (31—11). Изъ общаго движен:я тфла мну пришлось вы- 
ДЪлИТЬ 


т, н. лучистое расширене ‘), разумфя подъ нимъ та- 
кого рола движене, при которомъ точки тфла движутся по 
радлусамт, исходящимъ изъ нфкотораго центра. Оказалось, что 
самое общее (элементарное) движене т ла состоитъ изъ сово- 
вупности лучистаго расширевя и вращеня вокругъ оси, про- 


р 1) (м. Механику подобно-измняемой системы. 0 
Ш, стр. 76. «Сборникъ» Изъ области геометрии и ме 
<тр. 13. 


десса, 1890—91, Вып. 
ханики. (Одесса 1391, 
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ВЕ 


ширеня. Это — переводъ на языкъ 
Шаля '): два положев1я подобно- 


измфняемаго тфла имфютъ двойную прямую и на ней двойную. 
точку. Законы сложешя простыхъ движен!й дали мн возмож- 
ность нарисоваль ($ ТУ: и У) полную картину непрерывнаго 
движеня тфла. Въ послфднемь (УТ) $ изучается, въ вид$ при- 
ложеня тфхъ же законовь, распредлене скоростей точекъ 
въ данный моментъ. Хотя этоть вопросъ принадлежить къ 
числу наибол$е разработанныхь въ литератур$, однако новый 
методъь привелъ, какъ слфдовало ожидать, къ новымъ резуль- 
татамъ. Для характеристики всей первой части скажу, что 
не только рфшеше, но и самая постановка большей части воп- 
росовъ появляются здфеь впервые. 

Во второй части, изложивъ теорю моментовъ инерщи 
($ Т) и напомнивъ главные законы статики тфла ($ П), я 
перехожу къ пзучен!ю зависимости между мгновенными силами 
и вызываемымь ими мгновеннымь движешемь ($ П]). Это, 
изслдован!е приводитъ ($ ГУ) къ геометрическому рфшеню 
задачи Ро11$0ё для подобно-измняемаго т$ла. Вотъ результаты 
этого изслф дования. 

1) Центръ инерщи тбла движется равномфрно по прямой. 

2) Центральный эллипсондъ деформируется, оставаясь по- 
добнымъ самому себф, и движется такъ, что первоначальный 
его видъ катится безъ скольжешя по нЪкоторой плоскости, 
сохраняющей неизм$нное направленте. | 

3) Слагающая угловой скорости по направленю, перпев- 
дикулярному къ предыдущей плоскости, измфняется обратно 
пропорцонально квадрату линейваго расширен1я тфла. 

4) Квадратъ линейнаго расширешя т$ла есть квадратичная 
функщя отъ времени. 

Третья часть завлючаеть въ себ» аналитическую теор!ю 
разсматриваемаго тЪла. Уравнения движен:я послфдняго выво- 
дятся ($ Ти П) изъ принципа Даламбера. Число этихъ уравнен1й 
равно 7. Три изъ нихъ соотвфтетвують привципу сохранен1я 
т р 3 рун — прищушу плота я 


а(Ар) 
а = (В^О"- Сс ; 


ходящей чрезъ центръ рас 
кинематики извфстной теоремы 


1) (м. примфчан!е къ $ У первой части. 


— 5 — 


“Я (С-А)тр+ бу, 


Ч (А— Вр + 66. 


Аналог1я между извфстными уравнен!ями Эйлера и этими 
очевидна. Разница заключается въ томъ, что въ послЪднихъ 
величины А, Ви С—непоетоянны, но зависятъ отъ времени. 

Седьмое уравнению соотв$тствуетъь принципу вир1ала. 

Полное интегрирован1е этихъ уравнев!Й дается далЪе ($ Ш 
и ГУ) для двухъ случаевъ: 1) когда на т$ло вовсе не дЪй- 
ствуютъ непрерывныя силы (задача Ро!150$) и2) когда на тЪло 
дЪйствуетъь сила тяжести. ? 

Сочинен1е заканчивается ($ У) исторей и указателемъ 
литературы. 

Изъ самаго плана сочинен!я вытекаетъ, что идеальнымъ 
образцомъ для меня послужила классическая работа Ро1изой: 
Трвое попуе!е 4е]а гофаНоп 4ез сотрз. Я далекъ отъ мысли, 
что возможно хоть какое-нибудь сравнен!е моего труда съ ра- 
ботой, составляющей гордость нашего вфка. Но необходимо 

ь подчеркнуть сходство въ план$ и 7тожество въ ходф мысли, 
по крайней м$р$, первыхъ двухъ частей настоящаго сочинен1я 
съ ТЬбоме попуеПе. Меня побуждаетъ къ этому нетолько чув- 
ство справедливости, но и глубокое убЪжден!е, что въ ТЬбое 
поцуеПе, въ ея духЪ и методЪ, есть ключь къ динамик всфхъ 
измфняемыхь системъ. Можеть быть, малые успЪхи въ этой 
области объясняются тЪмъ, что взгляды Ро!1$0% на механику 
не были достаточно развиты позднйшей литературой. Я буду 
счастливъ, если эта первая, сознаюсь, слабая попытка подоб- 


наго развит1я вызоветь друге, болфе совершенные труды въ 
томъ же направлени, 


Часть [. 
КИНЕМАТИКА. 


$ Г. Опредфлен!е. Основныя свойства движеня. 


Подобно-изминяемымз тъломз'’ называется такая система, 
точекъ, послФдовательныя положеня которой  представляютъ 
рядъ’ подобныхъ между собою фигуръ. 

Это опредфлеше заключаетъ въ себЪ, вкакъ легко видЪть, 
слВдуюция, основныя свойства’ движен!я подобно-измфняемаго 
тЪла; 

Овойство Т. Во все время движев!я точки, лежавишя перво- 
начально на прямой ли или на плоскости, остаются на пря- 
мой или на плоскости. 

Иными словами, ирямыя и плоскости тчъла во все время 
движеня остаются прямыми и плоскостями. 

Свойство ПП. Во все ‘время плосве и тфлесныя углы т$ла 
остаются иеизм$нными по величинЪ. 

Свойство ТТ. Если ©, — разстояе двухъ точекъ т%ла 
вЪ моментъ #,—0 разстояше тфхъ же точекь въ моментъ $, 
то отношене 


`А) ® = 
о. ф 


зависитъ только отъ времени. 


Величина ф называется линейнымь расширенаемь тфла, 
за промежутокъ времени {#—&). 


Е. Е 


$ П. Возможныя движен!я подобно-измёняемаго тЗла. 


Т. Пусть б— какое-нибудь положеше т$ла. Всякое иное 
положене 5’ должно быть, по опредфлению, подобнымъ фи- 
гурз 5. Но частнымъ случаемъ подобя двухъ фигуръ является 
ихъ вонгруэнтность. Отсюда мы заключаемъ, что фигуры 5 и 
5’ могуть быть конгруэнтны. 

Мы получили, слфдовательно: 

Предложене Т'). Подобно-пзм%няемое тЪло можеть обла- 
дать всЪми движенями трердаго тЪла. 


Слюдстве. Однимъ ‘изъ возможныхь движешй подобно- 
измфняемаго тфла является винтъ Пуансо или цилиндричесый 
ВИНТЪ °). | 

На основани предложеня Г мы будемъ говорить о по- 
ступательномъ движени и вращени подобно-измняемаго тЪла, 
подразумЪвая, что послфднее при этомъ не деформируется. 

П. Предложене 113). Подобно-измфняемое тЪло. можеть 
обладать движешемъ, при которомъ одна точка О тЪла, остается 
неподвижной, а остальныя точки а переходятъь по прямымъ. Од 


: : 04а 
въ положеня @. Отношенше Од’ остается при этомъ одинако- 
(© 


вымЪъ для воЪхъ точекъ (1. 


Это предложеше прямо слЬду 


етъ изъ того, что фигура, 
составленная изъ точекь а, подобна, 


фигур, составленной изъ 
точекъ @, въ силу неизмфнности отношен]я 0 


ь 
а 
Назовемъ лучистым» расиииренемь движенше, о которомъ 


1 
идетъ рЪчь; точка О— центр, отношене ©. = р — постоянное 
[92 


*) Примьчаше Т. Это предложенуе справедливо 
Системы, если законъ, которымъ связаны ОТДлЛЬныЯ 
чаеть конгруэнтноети послфднихь. 

*) Примъчаше 11. Винтомъ Пу 


| туансо мы называемъ совокупность вра- 
щен!я и поступательнаго движения 


ея параллельно оси вращен!я. Названте 
цилиндрическай вызвано тфмъ, что точки тфла при винтовомъ движени по- 


слфдняго описываютъ винтовыя лини, лежаня на цилиндрахь, общая осъ 
которыхъ совпадаеть съ осью винта. 

3) Примъзчане. Содержанте этого би слёдующаго было предиетомъ 
У статьи сборника «Изъ области геометр!и и механики». (Одесса, 1391 г 
Стр. 12—24. , г 


для веякой изм няемой 
ея положенля, не исклю- 


—* — 


для всфхЪ точекъ а—ееть величина расширеня. Величина р 
положительна, если направленя Оа и аа’ совпадаютъ; — отри- 
цательна въ противномъ случаЪ. Отрицательное расширевше бу- 
демъ иногда называть дучистым5 сжатщеме. 

Въ дальнЪйшемъ мы будемъ разсматривать лишь элемен- 
тарныя расширеня. Полагая, слфдовательно: 


Оа=0, ай =, р=таь 
найдемъ для скорости Ф„ точки а: 
В) 9=6.7 


‚ Здесь у— скорость элементарнаго расширения. Величина 7 
отрицательна въ случаЗ элементарнаго лучистаго сжалйя. 

Изъ вышесказаннаго слфдуетъ, что, если скорость т по- 
ложительна, то скорость ®„ направлена по лучу Оа; въ про- 
тивномъ случаВ направлеве скорости $, совпадаетъь съ а0. 

Отсюда и изъ формулы В) выводимъ: 

1) Прямыя и плоскости, проходящия чрезъ центръ рас- 
ширен!я, остаются неподвижными. 

2) Скорость всякой точки пропорцональна, ея разетоян1ю 
отъ центра. Скорость центра равна нулю. 

3. Скорость у расширевя равна скорости точки, отстоя- 
щей отъ центра на растояни, равномъ единиц. 

`’.Эти простыя свойства вполнф обрисовываютъ лучистое 
расширёне. Найдемъ. связь между линейнымъ расширеншемъ ф 
и скоростью т. 


1 


Для этого замтимъ, что въ формул В) 


‚ _ @@ 
° 


«лЪдовательно, 


Т. е., у есть отнесенное кз единициь длины ‘и времени удлине- 
ще прямой о. Мы видимъ, что 7 совпадаеть съ хоэффишен- 


— 20 — 


, обНо- ла. опредфленнымъ- 
томь расширеная в подобно-измзняемаго тЪла, опр 


у П. Сомова °). 
Изъ формулы А) получаемъ: 


слЪдовательно, 
7 


это——искомая связь между ф ит. Эдфсь е— основаше Непе- 
ровыхъ логариемовъ. 

Пусть О, аи 6 — центръ расширеня 7) и дв» точки тЪла, 
(черт. 1). Разложимъ скорость ©» по линш а и параллельно Об 
на слатаюция ©’ и %". Очевидно, 


ии о 


2—0 —? 
въ силу формулы В). Сл$довательно, 


Я = а6. 7, У'=06. п=%ь, 


въ силу той-же формулы В). Мы видимъ, что скорость точки @- 


слагается изъ двухъ скоростей. Первой изъ нихъ точка а обла- 


лала бы въ томъ случаЪ, если бъ центромъ расширевя 7 


служила точка 6; вторая — одинакова, для всЪхъ точекъ а и 
равна скорости точки 6. 


Мы получили такимъ образомъ: 

Предложене ПТ. Лучистое расширеше со скоростью 7 
вокругъ центра О можетъ быть замфнено лучистымъ расши- 
рен1емъ 7 вокругъ новаго центра 6, если въ тоже время при- 


дать тфлу поступательную скорость, геометрически равную. 


скорости новаго центра при первоначальномъ движени. 


Мы будемъ говорить, что расширеше изъ О перенесено 
въ 6. На основан1и предыдущаго можно сказать: 


) Кинематика подобно-измёняемой системы двухь измфренй. (пб 
1885, стр. 2 и 3, формула (2). ‚ 


мы ТИ ОИ 


— 


"ВЕВНИЕЕ 
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Перенось расширеня из5 одною центра вь друюй вызы- 
ваетз поступательную скорость, равную скорости новало цен- 
тра при первонамальномь расширени. 

Ш. Назовемъ хоническимь винтом совокупность враще- 
ня со скоростью 62 вокругъ оси з и расширен!я со скоростью я: 


вокругЪ точки О той-же прямой. Точка О—центурз, прямая 3— 
06%, а величина р — параметрь винта. Винтъ будемъ обозна- 
чать символомъ (0\(р,з). 


Предложене ТГ. Коничесьй винтъ есть возможное дви- 
жене подобно-изм$няемаго тЪла. 

Это предложене есть слфдстые Ги П предложений. 

Найдемъ скорость „ какой-нибудь точки тфла, имфющаго 
конически-винтовое движен1е. Скорость» есть результирующая 


двухъ скоростей. Изъ нихъ первая %’ (черт. 2) направлена, 
по лучу О@ и равна: 


=0а. 1=0Оа.ро. 


Этой скоростью обладаетъ точка а въ силу расширеня 77 
въ О. Вторая скорость 7” равна: 


если а’— ортогональная проекця точки @ на ось винта. Ско- 
рость ®” перпендикулярна къ плоскости (3, @) и вызвана, вра- 
щен1емъ (> вокругъ $. ЗамЪчая, что ®' и” взаимно-перпевдику- 
лярны, и полагая: 


<а0а=ф, да=о, 
найдемъ: 
Е) 0?=0- 9"? = 0°0 (р? +3т'ф); #9 (6,0) == 
Вышесказанное и формулы Е) даютъ: 
1. Скорости точекъ виниоваю луча Оа параллельны меж- 


ду собой и пропорцюнальны разстояшямъ точекъ отъ центра 
винта. Скорость центра равна нулю. 


2. Скорости точекъ поверхности прямого круглаго конуса, 
зершина. котораго въ центр» винта, а ось совпадаеть съ осью 
послфдняго, касаются поверхности конуса и образуютъ оди- 
наковые углы съ производящими послфдняго. Эти свойства, 
вполнз обрисовываютъ коничесый винтъ и объясняють его 
назване. 

Перенесемъ винтовое расширён!е у въ точку а, а скорость 
вращевшя 62 на ось 5, проходящую чрезъ а параллельно оси 3. 
(черт. 2). Первое вызоветь поступательную скорость тфла, 
геометрически равную т’ (Предл. ПП). Второе, какъ извЪ- 
стно, вызоветь поступательную скорость, геометрически рав- 
ную 0". Мы получили тажимъ образомъ коничесь!Й винтъ @(р,5)), 
ЕЪ которому присоединяются поступательныя скорости ©’ иф”. 
Но послфдн!я суть слагающия скорости, точки @; слЗдователь- 
но, доказано: г 

Предложене Т. Коничесый` вянтъ 0(р,$) можно зам%- 
нить коническимъ винтомт @(,5'), имфющимъ тотъ же параметръ 
п то же направление оси, но другой центръ, если въ тоже время 
придать тблу поступалельную скорость, геометрически равную 
скорости новаго центра при первоначальномъ движенш О(р,5). 


8$ Ш. Сложене движений. 


ЭдЪеь мы укажемъ законы, управляющие сложешемъ одно- 
временныхь элементарныхь движений. 


Г. Отмфтимъ слфдующия предложен: 


Предложене ТТ. Совокупность двухъ расширен!й вокругъ 
общаго центра эквивалентна нулю (покою), если скорости рас- 
ширен!й отличаются только знаками. 

Предложеще ТТП. Совокупность произвольнаго числа, рас- 
ширев!й вокругь общаго центра эквивалентна одному рас- 
ширешю вокругъ того же центра. Скорость результирующаго 


расширен!я равна алгебрической сумм$ скоростей складыва- 
емыхъ движен1й. 


Оба эти предложеня очевидны. 

Положимъ теперь, что т%ло испытываеть одновременно 
два расширен1я у, и 7, вокругь центровь А и В (черт. 3). 
Произвольная точка С прямой АВ обладаетъь въ силу обойхъ 
движен!й скоростями и ©", опредфляемыми по формуламъ: 
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= АСл,, "= ВС.,. 


Допустимъ, что величины 7, и 7, одинаковаго знака. Въ 
этомъ ‘случаЗ скорости 9’ их" будуть направлены въ прямо- 
противоположныя стороны лишь для точекъ отр%зка АВ. На 
немъ, слФдовательно, находится такая точка С, для которой 


т. е,, эта точка останется въ покоф. Посл$днему условю. 
можно Дать. видъ: 


Перенесемъ расширен!я изъ А и В въ точку С.. На осно- 
ван1и предложения ПТ мы получимъ два расширен1я вокругъ С, 
со скоростями 7, и 7, и поступательныя скорости 9'и%”. Сово- 
купность первыхъ двухъ движен!Й ‘ эквивалентна (Предл. УП) 
расширен1ю вокругъ С., скорость 7 котораго равна: 

п=7, +7 


’ Совокупность вторыхъ двухъ движевй эквивалентна, по’ 
предыдущему, нулю. Если бы знаки скоростей у, и 7, были 
различны, то это отразилось бы лишь на положени точки С, 
и величинв 7. Легко видфть, что, если только’ не имфетъ м$- 


ста равенство: 
т, кв" = 0, 


то точка С, лежитъ вн отрфзка АВ, ближе къ тому центру, 
которому. соотв тствуетъ большая по абсолютной величин® ско- 
рость 7, или т,, причемъ снова: 


Если у, +7, =0, т0 точка С, удаляется въ безконечность. 
Все вышесказанное `даетъ“ намъ: 
Предложене ИПП. Совокупность двухъ расширен! со ско- 
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ростями 7, и”, вокругь центровь А и В эквивалентна рас- 
ширентю со скоростью и вокругъ третьяго центра С,. Скорость 7 
равна алгебрической суммЪ скоростей у, и 7,; а центръ С, 
лежить на прямой АВ и дфлитъ ее внутренне или внЪшне въ 
обратномъ отношенш величинъ 7, иу,. Первое имЪетъ ‚мБсто, 
если эти скорости одинаковаго знака, второе—въ противномъ 
случа. 

Если величины 7, и 7, отличаются только знаками, то 
совокупность соотв$тствующихъь расширевй нельзя замнить 
однимъ расширенемъ. 

Назовемъ кинематической парой совокупность двухъ рас- 
ширен1й вокругъ несовпадающихь центровь А и В въ томъ 
случаЪ, если скорости 7), и т, расширевй отличаются только 
знаками. Отр$зокъ АВ=4— плечо, произведеше 4.)— плеча ва 
общую абсолютную величину скоростей 7), и”, — моменте пары. 
ПослФднюю будемъ обозначать символомъ (АВ)”, г А— 
центръ расширен1я, В — центръ сжатия. | 

Предложенще ТХ. Кинематическая пара эквивалентна по- 
‹<ступалельной скорости 9, параллельной плечу пары и направ- 


ленной отъ центра расширен1я къ центру сжатя. Скорость © 
равна моменту пары. 


Доказательство. Пусть (АВ)7— данная пара, Перенесемъ 
расширене 7 изъ 4 въ В. Это даетъ намъ (Пред. ПП) ско- 
рость расширеня 7 вокругъ В и поступательную скорость 
+=АВ.т, причемъ о параллельно АВ. Но совокупность рас- 
ширен!я и сжат!я со скоростями +7 и —7 въ В эквивалентна 
нулю (Предл. УТ), слфдовательно, останется лишь поступатель- 
ная скорость 9.0.Ё.)°) 


П. Займемся теперь сложешемъ расширеня съ поступа- 
тельнымъ движенемъ. Пусть О — центръ расширев!я со ско- 
ростью 7, © — поступательная скорость (черт. 4). Проведемъ 
чрезъ О прямую параллельно % и на ней отложимъ отрзокъ ОО' 
вЪ сторону, противоположную направленю 7, такъ, чтобы. 


О0'л=ч. 


1) Примпчаше. Другое доказательство дено мной въ вышеупомянутомъ 
<борник%$. (См. стр. 17). 


а О О ОРУ РОВ ТО ОЕ 
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Въ 0’ придадимъ твлу два расширен!я: со скоростями + 7 
и—7. Совокупность этихъ движен!й эквивалентна нулю (Предл. 
У). Но теперь у насъ 3 скорости: 1) поступательная скорость %, 
2) поступательная скорость © пары (0О’)у и 3) скорость рас- 
ширен1я 7) вовкругъ О’. По предложеню 1Х, 


=00% = 


въ силу предыдущей формулы. Кром того, направленя © и?’ 
прямо противоположны. Слфдовательно, эти скорости взаимно- 
уничтожатся; остается лишь расширене у въ О’. | 

Если О—центръ сжаля— 7, то слБдуетъ отложить (чер. 5) 
отр%зокъ ОО’ въ ту сторону, куда направлена скорость 9, такъ, 
чтобы снова 


ОО'л=ч. 


Разсуждая, какъ и выше, найдемъ, что совокупность по- 
ступалельной скорости ® и скорости ежатя у въ О эЕВИВа- 
лентна, скорости сжатя у въ О’. 

Все предыдущее даетъ: 

Предложене Х. Совокупность поступательной скорости 9 
и скорости расширевя и съ центромъ О эквивалентна скоро- 
сти расширеня 7 въ О’. Прямая ОО’ параллельна ®, причемъ 


00' у =%. 


Направленя ОО’ и Ф одинаковы, если 7 отрицательно, — 
прямо противоположны въ противномъ случа. 

Предложене ХТ Совокупность п расширен!й со скоро- 
стями 7,, 7,..7» ВОЕругъ центровъ 0, 0,,..О» эквивалентна 
одному расширеню со скоростью 7 или поступательной ско- 
роети. Первое имфеть м$сто, если сумма (-+7т,...+%2) не 
равна нулю. Въ этомъ случаз центръ результирующего рас- 
ширен!я совпадаетъ съ центромъ №4665 7), 7,› .-Тл› помфщек- 
ныхъ въ точкахь 0, 0,,..О» соотвфтетвенно. Кром$ того, 


7=7, НИ, +. 7» 
Второе имфетъ мфсто, если 


7+, +..+7=0. 
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Доказательство. Перенесемь вс расширен!я` въ про- 
извольную точку РтЪла. Это даетъ намъ двЪ системы скоростей: 
1) систему скоростей ‘раслиренй 7,, 7..7» въ Ри2) систему 
поступательныхъ скоростей %,, %,,..2», соотв$тственно равныхъ 
скоростямъ точки Р, которыми обладаетъ послФдняя въ силу 
отдфльныхъ движев!й т. (Предл. ПТ) Первая система экви- 
валентна (предл. УП) одному расширению со скоростью я= 
—7, +7, +..+7»„ въ РБ, вторая— поступательной скорости о— 
геометрической сумм$ скоростей $,, ©,, ®». Соединяя у съ 9; 
получимъ расширеше у въ точкЪ Р’, построеве которой ука- 
зано въ предложен Х. Но скорость ©; можно разсматривать, 
какъ моментъ перваго порядка массы 7; въ А; относительно 
точки Р. ДалЪфе, по построено, ©— геометрическая сумма ве- 
личинъ 7;. КромЪ того, изъ того же предложеня Х слЪдуетъ, 
что 9 моментъ перваго порядка массы у въ Р’ относительно 
точки Р. Отсюда мы заключаемъ, что Р’совпадаетъ съ цент- 
ромъ масеъ у,, помфщенныхъ въ точкахъ А;. Въ самомъ дЪлф, 
центръ массь опред$ляется т$мъ свойствомъ, что, если въ немъ 
сосредоточить массу 7=7, +т, +..+т»„, то моментъ. перваго 
порядка массы 7) относительво любой точки Р есть геометри- 
ческая сумма такихъ же моментовъ массъ 7; относительно 
той-же точки Р. 

Если сумма, +7, +..+7» равна нулю, то переносъ всфхъ 
расширений въ Рдаетъ лишь поступательную скорость 9.0.Е.Л. 

ПТ. Пусть теперь з— ось вращен!я 62, О—не лежапий на $ 
центръ расширеня у, (черт. 6). Въ силу обоихъ движешй 
какая-нибудь точка @ тфла обладаетъ двумя скоростями. Пер- 
вая изъ нихъ 9’ вызвана скоростью вращен!я © и, слфдова- 
тельно, перпендикулярна, къ плоскости (3,а); вторая %’‘вызвана 
расширен1емъ 7 и направлена по Оа. Такъ какъ Оа не ле- 
житъ въ плоскости (5,4), если только точка а лежить вн пло- 
скости (5,0), то уголъ (%,5”) можетъ имфть всевозможныя зна- 
чен!я. Точки а, для которыхъ этотъ уголъ разенъ нулю’ или. 
двумъ прямымъ, должны быть проекцями центра О’па плос- 
кости (5,а). Геометрическое м$сто этихъ проекщй есть окруж- 
ность круга, плоскость котораго перпендикулярна къ $, а д1а- 
метромъ служитъ разстояне ОО’ точки О отъ прямой $. Пусть. 
ОРО’О—эта окружность. Д1аметръь ОО’ дЪлитъ ее на двЪ ча- 
сти. Въ точкахъ первой ОРО’ скорости 9 и%” прямо противо- 
положны; въ точкахъ второй 000’ эти скорости направленьь 


—= 17 „= 


вь одну и туже сторону. Опредфлим» па первой дугВ точку В 
для которой 9 =%". ЗамЪ чая, что 


у —= О'Р.6, 9" = ОРУ, 
найдемъ для опредфлен!я точки Р 


Отсюда мы заключаемъ, что точка Р единственна. Эта, точка, 


останется неподвижной въ силу обоихъ дваженй тЪла. Про- 


ведемъ чрезъ Р прямую 3’ параллельно $ и перенесемъ вра- 
щене 2 съ $ на $, а расширене у изъ О въ Р. Первый пе- 
реносъ даетъ намъ вращенше с вокругъ оси 5’ и поступатель- 
ную скорость, геометрически равную скорости %’ точки а 
результатомъ втораго переноса, будегь расширене со ско 
въ Р и поступательная скорость, геоме 
сти 0” той-же точки. 

Замчая, что скорости 9 и ф" 
заклочаемъ: 


ростью у) 
трически равная скоро- 


взаимно уничтожатся, 


Предложене ХИ. Совокупность скорости вращен1я с 
вокругъ оси $ и скорости 7 расширен!я вокругъ точки О, не ле- 
жащей на оси, эквивалентна коническому винту. Центръь Р 
послЗдняго лежитъ на окружности, дламетромъ которой служитъ 
разстояне точки О отъ оси $, а плоскость перпендикулярна 
къ $. (Ось результирующаго винта параллельна $, а параметръ 


равенъ отношению 2. 


Введя параметръ винта: в и замфчая, что (черт. 6) 


получимъ въ силу предыдущей формулы: 
Предложене ХТ. Плоскость (0,5') образуетъ съ пло- 


костью (0,3) уголъ, #9’ котораго равенъ параметру кониче- 
скаго винта. 


Изъ предложеня ХИ вытекает: 


Слъдетвае Т. Совокупность расширентя и цилиндрическаго 
винта эквивалентна, коническому винту. 


р. 


= (8 = 


Это слфдуеть изь Чого, что дилиндрическй вить 6сть 
совокупность вращен1я и поступательной скорости. Селадывая 
послфднюю съ расширешемъ и полученное расширеше съ вра- 
щенемъ, мы убЪфдимся въ справедливости предложееия. | 

Саъдстве П. Совокупность любаго числа расширений, 
поступательныхь скоростей и вращенй вообще эквивалентна, 
воническому винту. 

Доказательство. Совокупность всфхъ расширенй вообще 
эквивалентна одному расширению. Совокупность же всЪхъ по- 
ступательныхъ скоростей и вращенй, кавъ извъетно, эквива- 
лентна, вообще винту цилиндрическому. Если мы теперь сло- 
жимъ этотъ винтъь съ результирующимь расширешемь, то 
придемъ къ коническому винту (Предл. ХИ, сл5д. Г.) 


$ 1У. Движене тВла, имбющаго неподвижную точку. 


Полученные результаты даютъь возможность изслЬдовать 
непрерывное движене подобно—измФняемаго тфла. ЭдЪсь мы 
разсмотримъ тотъ частный случай движен!я послфдняго, когда 
одна точка остается неподвижной. Общее движеше составляетъ 
предметъ сл5дующаго 5. 

Предложенше ХТУ. Элементарное движен!е подобно, из- 
м$няемаго тфла, имфющаго неподвижную точку, есть кони- 
чесы!й винтъ, центръ котораго въ неподвижной точкЪ. 

Доказательство. Пусть О—неподвижная точка, 5, иб,— 
два смежныхь положеня тёла, [1 и (1 +9 )—два значеня 
величины { линейнаго отрфзка послфдняго въ положешяхь 5, 
и 5,. По опредфленю, фигуры 5, и 5, подобны между со- 


бой; слЗдовательно, отношене и. есть величина, не за- 


висящая от положен!я и величины отр8зка 7. Придадимъ т$- 
лу въ положеши 5, скорость расширен!я у вокругъ О. Новое 
положеше 5’ тфла будеть, очевидно, фигурой, конгруэнтной 
фигур 5,. ДвЁ эти фигуры имфютъ общую точку 0; 
слФдовательно, изъ положеня 5’ въ 9 тфло можно перевести 
помощью нЪкоторой скорости вращен!я 6) вокругъ опред$лен- 
ной прямой, проходящей чрезъ точку О. Но совокупность ско- 
рости расширешя у вокругь О и скорости вращеня с во- 


Ёругъ оси, проходящей чрезь О, мы назвали коническийъ вин- 
томт, (9 П, 11); слфдовательно, предложене доказано. 

Пусть 5,, 8,, Я,,.-рядь отдфльныхъ, безконечио-близ- 
кихъ положешй тБла, ()—еподвижная точка послфдняго. Пе- 
реходь изъ положешя 5, въ 5, совершается, по предыдущему, 
помощью копическаго винта 0(р,3). Точно также изъ 5, въ 
положеше 5, тфло переходить помощью коническаго винта 
О(р’',5') и т. д. Мы получимъ такамъ образомъ радъ ко- 
ническихь винтовъ, благодаря которому т№ло переходитъ изъ 
начальнаго положен!я въ конечное, пройдя чрезъ веф проме- 
жуточныя положешя. Такъ какъ послфдня, по предположе- 
нно, непрерывно слфдуютъ другъ за другомъ, 10 оби 3 вин- 
товъ будуть послфдовательными производящими копуса ($), 
вершина котораго въ неподвижной точк» О. 

Изъ сказаннаго вытекаетъ: 

Предложене ХУ. Непрерывное движене подобно-изм$- 
няемаго тфла, имфющаго неподвижную точку О, заключается 
въ непрерывномъ рядЪ коническихь винтовь вокругъ произ- 
водящихь опредфленнаго конуса (5), вершина котораго совпа- 
даетъ съ неподвижной точкой т%ла, 

Вернемся въ случаю отдфльныхъ положен!й 5, 5,)-. ПО- 
слфдняго. Въ то время, какъ оно переходитъ изъ положен!я 
5, въ 5,, опредфленная прямая С’ тёла совпадаетъ съ осью 
$ винта 0(р,5), причемъ точки прямой С’ движутся вдоль 
посл$дней. Во время перехода изъ положен!я 5, ВЪ 5, новая 
прямая С’ тФла остается неподвижной и т. д. Прямыя С.С"... 
имфюцщ!я общую точку О тЗла, суть производящ1я нЪкотораго, 
подобно-измфняемаго конуса (С) тБла съ вершиной 0. Дви- 
жене конуса (С) по конусу (5) (ем. выше) происходить сл%- 
дующимъ образомъ. Въ каждый моментъ оба конуса имЪютъ 
общую производящую ((5). За безконечно-малый промежутокъ 
времени движущИся конусъ (С) деформируется, вращаясь во- 
кругь С и расширяясь вокругъ вершины О, до тфхъ поръ, 
пока сл$дующая производящая С’ не совпадетъ съ слфлующей 
производящей 5’ неподвижнаго конуса. Въ силу сказаннаго 
въ 9 Г, (свойство П) уголь (С,С') неизмФняется, слЪдователь- 
но, онъ равенъ углу (5,5'). 

Это даетъ намъ: 

Предложене ХУТ. Непрерывное движеше подобно-изм*- 
няемаго тбла, имющаго неподвижную точку, заключается въ 


ок 


-и- 


| р ; 

том, что опредфленный, пепрерывно равширяющуйся, конусь 
(С) тЬла катится безь скольжевя по другому пеподвижному 
конусу (5). Неподвижная точка есть общая вершина о 
(С) и ($) и центръ послдовательныхь расширен движуща- 
гося конуса (С). 

Примпчане. Изъ предыдущаго вытеваеть, что движение 
тфла вполнф извфстно, если даны конусы (С) и ($), элемен- 
ты, опредфляюще движене по ($) неизмьняемало конуса (С), 
и, кром$ того, ‘скорость расширевя послдняго въ функц 
отъ времени. 


$ \. Общее движене подобно-измёняемаго тёла. 


Предложеще ХТИ. Общее элементарное движеве по- 
добно-измВняемаго тфла есть коничесый винту, 

Доказательство. Пусть 5, и 5, —два смежныхь положе- 
ня тбла, [| и (1 +01,) — два значеня величины линейнаго 
отр$зка 1 послфдняго въ этихъ двухъ положеняхь. Отноше- 


."' ь 
не (=74 не зависитъ отъ величины и положеня отрзка 


1 
1, такъ какъ фигуры 5, п 5, подобны. Придадимь тфлу въ 
положени 5, скорость расширеня я вокругъ какой-нибудь 
точки. Новое положене 5’ будетъ, очевидно, фигурой, ковгру- 
энтной фигур$ 5,. Слфдовательно, существуеть такой цилин- 
дричесвй вивтъ, при помощи котораго можно будетъ пере- 
вести тфло изъ положеня 5’ въ положеше 5,. Но совокуп- 
ность расширеня и и цилиндрическаго винта эквивалентна 
(предл. ХП, слфд. 1) коническому винту. 0. Е. 1. 

Примчане. Въ 1830 г. ведикй геометрь Шаль пред- 
ложиль безь доказательства слфдующую теорему: 

Два положеня подобно-измъняемаю тлла имтютз об- 
щую прямую и на ней общую точку °). 


*) СЛаз1ез. «Мофе зиг 1е ргорт 6$ 16пёта]ез Фе 4епх согрз зат ]а]ев 
еп{гееих ес.» ВиПейи 4ез зс1епсез тай. 4@е Рётиззае. 1830 г. Въ текст 
дана сокращенная формулировка результатовь Шаля. Замфчу, что гееме- 
трическое доказательство послфднихь читатель найдеть въ Мех. под. изм. 
системы. Вып. Ш, стр. 86—90. 


и В 


Легко видфть, что изъ этой теоремы, если ее веревести 
на языкъ кинематики, вытекаетъ, какъ слЗдстве, только что 
доказанное предложеше. Какъ результатз кинематическй, 
послЗднее является здфсь впервые. 

Перейдемъ къ непрерывному движеню тфла. Пусть 5, 
„9. ...—рядъ отд$льныхъ положешй послфдняго, непрерывно 
слВдующихъ одно за другимъ; О (р, 3), О, (р, 3,),...— рядъ 
коническихъ винтовъ, переносящихь тЪло изъ положення 5, въ 
5, изъ 5, въ 6, ит. д. Геометрическое м$сто осей 3 вин- 
товт есть нЪкоторая линейчатая поверхность (5), простран- 
ство геометрическое м$сто центровъ О есть н$которая кривая 
(0), лежащая на (5). 

Предложече ХУШ. Непрерывное движен!е подобно-из- 
мЪняемато т$ла заключается въ непрерывномъ рядЪ кониче- 
скихЪ винтовъ, осями которыхъ служатъ посл$довательвыя 
производящя линейчатой поверхности (5), а центрами— посл$- 
довательныя точки кривой (0, лежащей на (5). 

° Поверхность (5) назовемъ неподвижнымъ а*соидомь, кри- 
вую (0)— неподвижной чентралой. 

Пусть снова 5, 5,, 9, — непрерывный радъ положенй 
тЪла. Въ то время, какъ послднее переходить изъ положе- 
я 5, въ 9,, опредВленная прямая (С) тфла совпадаетъ съ 
осью з винта 0(2,5), причемъ точки прямой С’ движутся вдоль 
послВдней, кромБ опредБленной точки 62, совпадающей съ цен- 
тромъ 0 винта и остающейся неподвижной въ течен!и разсматри- 
ваемаго промежутка времени. При переход$ изъ 5, въ 9, новая 
прямал С’ тфла, совпадающая съ осью 5’ слфдующаго винта 0, 
(р, 3,), остается неподвижной, а на ней—новая точка ©’ ит. д. 
Геометрическое мЪсто въ тёлБ прямыхъ С, С", есть линейчатая, 
подобно-измзняющаяся поверхность (С), точекъ сд — кривая 
(62). Движене (С) по пеподвижному аксоилу (9) и кривой 
(©) по неподвижной централЪ (0) происходить сллующимь 
образомъ. Въ каждый момептъ поверхности (8) и (С) имБютъ 
общую производящую (9С), а кривыя (0) и (©) общую точку 
(062) на послЪдней. За безконечно-малый промежуток, време- 
пи поверхность (С) деформируется, вращаясь вокругь Я п 
расширяяеь вокругь 0, до тёхъ поръ, пока слфдующая про- 
изводящая С’ и точка послфдней с” но совпадутъ съ произво- 
дящей 5’и ея точкой 0’ соотвЪтственно. Мы видимъ, что 
элементы 00’ п с2’ кривыхъ (0) п (62) равны въ этотъ мо- 
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обиия производяния, безко- 
этой точки зрфня можно 
скольженя по (5) и (0) 


ментъ, а (5) и (С) имБють дв. 
нечно близктя другъ къ другу. Съ 
сказать, что (0) и (6) кататся 068 
соотвфтетвенно. 

Вее вышесказанное даетъ нам?: , 

Предложете ХТХ. Непрерывное общее движеше подоб- 
но-измфияемаго тфла заключается въ томъ, чЧт0 линейчатая 
подобно-изм5няющаяся поверхность (С) тЬла и на ней кри- 
вая (62) катятся безь скольжения по опредфлевной линейча- 
той-же поверхности (9) и кривой (0), лежащей ва (5). 


$ УТ. Теорйя скоростей. 


Въ предыдущемъ $ мы видЪли, что общее элементарное 
движене подобно-измЪвяемаго тЪла есть коничесвяй винтъ. 
Обще законы, упразляюще скоростями отдфльныхь точекъ 
тЬла въ такомъ движенш, были указавы въ $ П. Эдфеь мы 
займемся болфе обстоятельныкъ изученемъ распредзлешя этихъ 
скоростей, имя въ виду главнымъ образомъ дать приложен1я 
того же $ Ц. 

Т. Пусть 0 (ф, $) — коничесый винтъ, а— какая-нибудь 
прамая тфла. (Черт. 7). Перенесемъ винтъ въ точку @ послВд- 
ней. Вмфсто винта 0 (р, 3) получимъ (предл. У) совокуп- 
ность винта с (р, $5), ось 5’ котораго параллельна $, и посту-. 
пательной скорости и точки @. Скорость %, какой-нибудь 
точки 6 прамой а будетъь слагаться изъ трехь скоростей: 
1) скорости 4, геометрически равной 9,,—2) скорости х, вы- 
званной въ 2 вращенемь с вокругь 5,—и 3) скоростью $ 
вызванной расширешемъ у въ ©. Проекщя ва прямую @ сла- 
гающей ( одинакова для всфхъ точекь 6 послфдней; обозна- 
чаемъ эту проекщю чрезь 4,. Слагающая $ направлена по а, 
причемъ 


1=0р. 1. 


Накопець просктия ма @ скорости 7 равна нулю. Въ са- 
момъ дьлЪ, скорость х перпендикулярна къ плоскости (9, а); 
слфловательно, опа перпепликулярна къ прямой а. Изъ ска- 
завнаго слфлуетъ, что проекщя на прамую а скорости в пред- 
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ставляется суммой 49, +2. Скорость 4, имфетъ вполнЪ опредЪ- 
ленное направлеше. Относительно скорости # замфтимъ слф- 
дующее. Точка  дЪлитъ прямую а на де части Скорости $, 
соотвфтствующ!я точкамъ В одной изъ нихъ, направлены въ 
одну сторону съ 4,; въ точкахъ В второй — скорости ри 1, 
имютъ прямо-противоположныя направленя. ЗдЪсь, сл$ло- 
вательно, проекцщ1я в имфетъ видъ: 


9—1 


Въ этой части прямой а всегда найдется точка Во, для 
которой: 


.—#=4,—@Вот=о. 


: %. 
ДЪйствительно, это уравнен!е даетъ: 0/Во г. а тавъ 


какъ у не равно нулю, то Во вообще не равно безконеч- 
ности. Мы доказали такимъ образомъ: 

Предложенше ХХ. Между точками прямой а всегда су- 
ществуеть одна В,, скорость которой перпендикулярна БЪ 
прямой а. ‘). 

Точку До назовемъ цчентромь прямой а. 


Предложене ХХТ. Проекцщи на прямую а скоростей ея 
точекъ 6 пропорцюнальны разстоявмямъ ДВ. этихъ посл5д- 
нихъ отъ центра 6о прямой а. 

Доказательство. Пусть о—центръ прямой а (черт. 7). 
ПослВдняя дЪлится точкой © нал дв части. Если точка ДВ ле- 
житъ въ той части, въ которой лежитъ Во, то, какъ было 
выше показано, проекц1я на @ скорости ов иметь видъ: 


1, —#=4,—ар. 7; 


') Примпчмашме. Въ твердомъ тёлЖ это предложен!е вообще не им%етъ 
м\ета. Исли же веть одна точка Во’ 0 всь точкп имъють тоже свойство. 
Это предложене настолько основиаго характера, что на неёмъ одномъ 
Маннтеймь построилъ свою извфетную работу: Еа@е зат 1е Ч расетети 
Фипе Ижиге 4е Гогше шуама е ес. Мётойтез 4ез ауди &(тациетз, Т. ХХ. 
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Но 9, =24,.7; 
слФдовательно, 
4, — #= (04, — 94) п=ров. *. 


ать по обоимъ сторонамъ 


Если же точки и р лож 
. +#=9, +92. 7. 


точки @, то проекщя скорости ®р будетъ: 0, 
Ветавляя снова значеше 9, найдемт: 


а, +1 (аво-+ 06) = бо. 1. 9. Е. 2. 


П. Пусть в, — центрь прямой а (черт. 8). `Перенесемъ 
винтъ въ точку 6, Это даетъ вамъ совокупность винта 
Ро(р,5') и поступательной скорости ® точки До. Скорость ® 


какой-вибудь точки В прямой а слагается изъ 3 скоростеи: 
1) скорости ©, перпендикуларной, по предположению, къ пря- 
мой а; 2) скорости 4, ваправленной по @ и вызванной рас- 
ширенемъ 9 въ точк$ В, и 3) скорости Ь вызванной вра- 
щенемъ сб вокругъ оси $, параллельной $ и проходящей 
чрезъ о. Скорость # перпендикулярна къ плоскости (5',а} и, 
слфдовательно, къ а. Является вопроеъ, нзтъ-ли на прямой @ 
точекъ Д, скорости которыхъ ©» направлены по а. Тавя точ- 


ви назовемъ полюсами прямой а. Для существованйя полюсовъ, 
очевидно, необходимо и достаточно, чтобы въ нихь равнод®й- 
ствующая скоростей 9 и # равнялась нулю. Но’эти скорости 
во всфхт точкахъ 6 прямой а имфютъ одинаковыя направле-‹ 
ня, какъ это видно изъ вышесказаннаго; ром того, одна 
изъ нихъ © одинакова для всфхъ точекъ 6. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что для существованя полюсовъ прежде всего необходимо, 
чтобы уголъ между скоростями © и рАвнался 2 4. Но скорость $ 
перпендикулярна къ плоскости (5', а), — скорость. же 9, по 
предположенио, перпендикулярна кт а: слЁдовательно, © должна 
быть перпендикулярна къ прямой 5', что даеть намъ: 

Предложешче ХХП. Центры прямыхъ, которыя могутъ 
имЪть полюсы, имфютъ скорости, перпендикулярныя къ оси 
ВИНТА. 

Пусть б,—точка системы, скорость ® которой перпенди- 
кулярна къ оси винта 0(р,5) (черт. 9). Прямая а, проходя- 
щая чрезъ д, и перпендикулярная къ ©, можеть, въ силу по- 


слЪдняго прелдожения, облалать полюсами. Докажемъ, что она, 
дЪйствительно, имЪетъ одинъ 


й ТОЛЬКО ОДИяТ, ПОлЮСЪ. Для этого, 
какъ и выше, перенесемъ винтъ 0( 2,8) въ В,. Скорость тв кавой- 


нибудь точки 6 прямой а слагается изъ трехъ скоростей: 1) ско- 
рости ®, 2) скорости 4, направленной 10 @ и вызванной рас- 
ширенемь 7 въ а, и 3) скорости р вызванной вращенемъ 
с) вокругъ оси $, параллельной 


оси $ и проходящей чрезъ 
В Скорость р перпендикулярна къ плоскости (5, а). Если 
4— разстояне точки 6 отъ 8", то 


#— 462 = 6В,. сова, 
гдё а утоль ($, а) 


Скорость $, перпепхикулярная къ 5, перпендикулярна и 
къ 5'. КромЪ тото, у перпендикулярна и къ а; слЪдовательно, 
® также. перпендикулярна къ плоскости (9, а). Точка 6, д- 
лить прямую а на 2 части. Скорости # въ одной изъ НИХЪ 
паправлены въ одну сторону съ 9, во второй — эти скорости 
направлены въ прямо-противоположныя стороны. Въ посл дней 
части прямой @ выберем® точку 6 такъ, чтобы 


- 


9=1=64,. созпа. 


'Гочка; 6б— искомый полюсъ прямой а. Замфчая, что изъ 
послфдней формулы вытекаетъ: 


заключаемъ: 


Предложене ХХТП. Прямая а, скорость центра кото- 
рой перпендикулярна къ оси винта, всегда имфеть одинъ’ толь- 
ко полюсъ. Полюсъ прямой а, параллельной оси винта, ле- 
Житъ въ бёзконечности | 

Пусть’ О (р, з)-—винтъ (ч. 2). Скорость © какой-нибудь 
точки 6 слагается изъ скорости 9, ‘направленной по лучу 
Об, и скорости $", перпендикулярной ‘къ плоскости (5, В) 
($ П), причемъ 


у =Ор.роо, 0'=ОрВ. зпф. &, $=08. в Ур"+ т, 


вы Обь 


если ф-—уголъ 306. Такъ какъ скорость ©” перпендикулярна 
БЪ $, 10 


96$ (9,5) ==9'с3 (9,3) =9'с3ф, 
откуда 


—_ 26$ф 
м пит 


Изъ этой формулы получаемъ: с5(0, $) =0, если ф=90°. 
Сопоставляя этотъ результать съ только что доказаннымъ 
предложен!емъ, заключаемъ: | 


Предложене ХХТУ. Центры прямыхъ, имфющихъ по- 
люсъ, лежать въ плоскости, перпендикулярной къ оси винта 
въ центр$ послдняго. 

Эту плоскость назовемь центральной плоскостью. 

Пусть О(р,5)—винтъ, в—какая-вибудь точка, ВВ — пер- 
пендикуляръ къ центральной плоскости. (ч. 10). Положимъ, 
что точка &х послфдней есть центръ прямой 0/8. Для: этого, 
по опредфленю, нужно, чтобы скорость %« была перпенди- 
куларна къ 08. Но скорость эта, перпендикулярная къ оси 
$, будеть перпендикулярна и къ В}; слЪдовалельно, она пер- 
пендикулярна къ плоскости ВВ. Отсюда вытекаетъ, что 
уголъ (%»‚@В) равенъ 4. Но уголь (5%,0а) = Д опред$- 
ляется изъ формулы: 


4“ (формула Е, 8$ П) 


слФдовательно, | 
9 (О@В ) =р, 


чЪмъ доказывается: 


Предложене ХХТ. Центры &х прямыхъ, проходящихъ 
чрезъ одну и ту же точку В и имфющихъ полюсы, лежатъ 
на дуг окружности. Хордой дуги служить прямая ОВ, сое- 
диняющая центръ винта съ проекщей точки 6 на централь- 
ную плоскость. 

Сльдстве. Прямыя, обладающця полюсами и проходя- 
шя чрезь одну и туже точку, суть производящя  ко- 
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нуса втораго порядка, сЪченя котораго съ плоскостями, па- 
раллельными центральной, суть круги. 

Предложеще ХХУ1. рямыя, обладаюция полюсами и 
лежалуя въ одной и той же плоскости Р, обертываютъ кови- 
ческое сЪченте. 


Доказательство. Прежде всего 
кая прямая плоскости Р можеть имфль полюсъ. Чрезъ кавую- 
нибудь точку В плоскости Рироходять лишь дв такихъ пря- 
мыхъ. Въ самомъ дфлЬ, эти прямыя должны лежать вь Ри 
быть производящими конуса втораго порядка, вершина кото- 
раго въ В. Отсюда мы завлючаемъ, что изъ каждой точки В 
могутъ быть проведены 9 к 


асательныхь къ лини, обертывае- 
мой прямыми плоскости Р 


‚ ИМВЮЩИМИ НОЛЮСЫ. Сл$довательно, 
эта линя-—коническое сфчене. 


Изъ послфднихъ 2 предложен!й вытекаетъ: 

Предложеще ХХУИ. Скорости точекъ подобно-изм$- 
няемаго тзла въ каждый моменть об 
ленями линейный комплексъ вторато порядка ‘). 

На этомъ мы закончиме изелф дования настоящаго пара- 
графа. Повторяемъ, что насъ не столько интересовалъ чрез- 
вычайно - разработанный вопросъ о распредфлени скоростей 
точекъ подобно-изм$няемаго тЪла, сколько новый и простой 
методъ 'рёшен!я того-же вопроса. Замфчу въ завлючене, что 


не новы: предложешя ХХУТ, ХХУП и первая половина слфд- 
стия предложеня ХХУ. | 


напомнимъ, что не вся- 


разуютъ своими направ- 


1) Ваешевет. Зе бт ев ’з Дейзев И гаг Матештайк па Руз!Х. В. ХХ, 
стр. 124—125. Методъ этого автора не имфетъ ничего общаго съ изло- 
женнымь въ лекот®. 
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ЧАСТЬ П. 
ДИНАМИНА (ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ). 


$ Т. Теорйя моментовъ инерции. 


ЗдЪеь мы займемся динамикой подобно-измняемаго тВла, 
причемъ массы точекъ посл дняго будемъ считать яоложилтель- 
ными. Изслфдованямъ настоящаго параграфа предпошлемъ 
2 слБдующихъ предложения: 


Предложенще Т. Центромъ инерци подобно-измняемаго 
тБла во все время движевя служить одна и та же точка, тЪла, 

Доказательство. Разсмотримъ два положеня А п В 
тВла М. Пусть а,, а,, а,... 68,6, 6,,.. — соотвфтствующия 
положешя точекъ м, и,, м,... тфла, массы которыхъ суть 
т,, т, т,,.. Точки (а,, 6)... назовемъ зомолоичными точ- 
ками фигуръ Ан В. Построимъ центръ а инерщи фигуры 4. 
Для этого на отрзкЪ а, а, опредфляемъ точку @,, такъ, чтобы 


1) Чбф— 1. 


аа, т, 


Затфмъ на отрЪзкЪ а, а 


„ Находимъ точку @,,., Для ко- 
торой: 


баз 71. 


) 
аа тт, 


Продолжая такимъ образомъ, пока не исчерпаемъ всЪхъ 
точекъ а, мы придемъ къ точкЪ а. ОпредЪлимъ теперь точ- 


О НЫНЕ НЙ 


в - 


$8 Дл уз 6. фигуры Б, ГОМОлОРАЧНЫЯ точкамъ д д 
Такъ какъ фигуры Аи В б И, 
р подобны, то точка 

ать на отрЪзкЪ Ь $ Ре 
жат ``? Точка В, на отрфзк$ В фо ит 
Кром того, ры 


Ча, _ ‚В, 


12. , 
а у >... 
12 45 В,,6, Ч, а, В, 36 } 


Сопоставляя эти авен р 
р ства, съ предыдущими, находимъ: 


бт, Ви, 
В, „5, т, › В, ,з 6, т + т,’ `` 


т. е., точка 0,, замыкающая рядъ д 
такимъ же рядомъ построен, 
гуры В '). 0.Е.Л. 

Предложеще 11. Главный осями инерци подобно-изм%- 
няемаго тла во все время движевшя служать однЪ и тже 
прямыя т$ла. 


Доказательство. Раземотримъ поло 
Пусть 9, 55%, буи Бе— центръ и гла 
въ положени А, 5, 5 5’ 
прямыя фигуры В. По пре 


.:; В... ОпредЪляется 
кавъ центрь инерщи фи- 


женя Ми В тБла. 
вныя оси инерщи тфла 
у, 5'2' — гомологичныя точки и 
лложеню 1, 5’ — центръ инерция 
фигуры В. Прямыя 8х, буи 52, какъ извЪстно, взаимно- 
перпендикулярны. Въ силу полоб1я фигурь А и В взаимно- 
перпендикулярны и прамыя 5, бу’ и 5’. Отнесемъ тфло 
въ положени А въ осямъ 55, Зуи 52, а въ положени ВЫ— 
къ осямъ 57, 5 п би. Пусть 2, у, 2—координаты точки а 


——— 


1) Примьъчане, При доказательству предложеня мы воспользовались 
тишь двумя свойствами подобно-измфняемато тфла: 1) прямая лин1я остается 
прямой и 2) ряды точекъ на двухъ гомологичных прямыхъ подобны между 
собой. Такъ какъ этими же свойствами обладаетъ однородно-измняемое тфло 
(а п— уетбпаегНс\) и только оно, то мы заключаемъ, что доказанное пред- 
ложен!е имфетъ мфето и въ однородно-измфняемомъ тблф. Отсюда вытекаетъ, 
что динамика измфняемыхь снстемъ, болфе общихъ, чм однородно-изм%- 
няемая, должна значительно отличаться отъ динамики твердаго тфла. Сл%- 
довательно, если имфютъ въ виду обобщить не только кинематику, но и 


динамику твердаго тёла, то далфе однородно-измфняемаго тфла не слёдуеть 
Заходить. Авт. 


тфла съ Массой т въ первом, положени и Онобийельно нёр» 
вой системы осей, 2’, у’, 2'— координаты той же точки, но 
во второмъ положеши тфла и относительно второй системы 
осей. Легко видЪфть, что изъ подобя фигурь А и В и гомо- 
логичности обфихъ системъ осей вытекаетъ: 


, 1 . . 
гдз 0’ и О—разстоян!я точки а отъ центра инерщи въ поло- 
жешяхъ Ви А. Введя величину ф линейнаго расширешя за 
время перехода изъ А въ В, найдемъ: 


А) #=2ф, У=уф, #=гф, 0'=0$. 


Но, тавъ кавъ прямыя 52, 5 и 52—0би инерции тфла въ поло- 
женши 4, то , | 


Утуг = Утас= Хтлу=0, 
слЗдовательно, 
Хту = ф*Хтау=о, Эта =" Хтахе0, Хтду’=ф'Этлу=0х 


т. е., прямыя 94’, бУ и 92 суть оси инерщи тВла въ поло- 
жени В.0.Е.Л. 
Оллавныхь моментале инерщи. Вернемся къ.фигурамъ А 
и В икъ осямъ 2, у, 2, г, У, 2. Если чрезь Р, Фи В, Р, 0 
п В’ обозначимъ главные моменты инерщя тВла въ положе- 
нахъ Ди В, то вь силу доказаннаго предложения 
Р= Ут(у*+2'), 9=5т(2' +1), В= Ут(2'-+ У’) 


Р-5т(у* +2), 0'= Хт(2* +2"), В-Хт("+У”. 
Слфдовательно, въ силу соотношенй А), 
В) Р'=ф’Р, 9=9'9, Е=ф’В. 


О центральмомь эллитсоидъ. Раземотримъ центральный 
эллипсоидъь инерщи (5) тБла въ двухъ, положеняхь Аи В 


ыы В 


послфдняго. Как извфсАно авнен! | р 
въ первомъ положении ' ур Я эллипебида (5) будуть: 


1) 2 +0у'+ ВИН 
—во второмъ 


2) Ру" ++ ВН, 
гдЪ Н-— величина постоянная. 


Пусть { — прямая фигуры А. п 656 
инерщи 5. Гомологичная прямая й рохозящая чрезъ центръ 


фигуры В должна про- 
ходеть чрезъ точку 5', причемъ эти прямыя образують оди- 
НавОВЫЯ углы съ осями г, ‚9 2 #1, У, г’ соотьфтетвенно. 
Обозначая чрезъ &, Ви 7 СЗ этихъ угловъ, чрезъ о и о, — 
разстоянля точекъ этихъ прямыхъ отъ 9 и 5', найдемъ: 


7-6% У—0В, 2=07, 7—0, а, у-0, 8, 2=0,7. 
Сл$довательно, если М (1, У, 2) — точка встрфчи пря- 


мой {, съ эллиисоидомъ 1), №, у, 2) — точка встрфчи пря- 
мой .1, съ эллипсоидомъ 2), то 


Н 2 2 3 
с = Ра + 9В +Ву 
5=Ра'+ 08+ Ву" (ри + 98*+ Ву»), 


въ силу формулъ В). Сл$довательно, 


откуда 


Изъ этой формулы вытекаетъ: 


Г. Центральный эллипсоидъ инерции сжимается, если тло 
расширяется, и обратно. 


5 8 = 


И. При изм ненш центральный оллипбоидь остается себ 
подобнымъ. : р 

О злавныхз полярных моментах инерии. Обозначимъ 
чрезь Пи П' полярные квадратичные момевты инерци тзла, 
относительно центра инерщи въ положеняхЪ А и В соотв%т- 
ственно. По опредфлен!ю, 


| П= Уто*, П= то", 


ы у 
гд$ о и о’— разстоямя отъ центровъ инерщиа $ и5’ фигуръ А 
и В“ томологичныхт точекь послФднихъ. СлЪдовательно, въ 
силу А), 


р) Г=Ф’П. 
$ П. Основанная статики подобно-изм8няемаго тв ла. 


Въ сочинени „Механика подобно-изм5няемой системы“ ') 
нами было показано, что въ статику подобно-изм$няемаго 
тЪла необходимо ввести пару сжатая или растяженая (Вый. ПТ, 
стр. 21—23). Такъ мы назвали совокупность двухъ раввыхъ 
и прямопротивоположныхъ силъ Рд и РВ, дЪйствующихъ. вдоль 
одной и той же прямой на точки Аи В послфдней. АВ— плечо 
пары, произведене —=АВ.Р—моменть пары растяжевя ИЛИ 
сжал!я соотвфтственно. . 

Вся статика была нами построена на 2 предложеняхъ: 

А. Дв силы, приложенныя ЕЪ одной и той же точЕ%, 
складываются по правилу параллелограмма; 

В. Пару растяжешя или сжатя можно перенести на лю- 
бую прямую подобно-измБняемаго т$ла. 

Слфлаемъ здфсь бЬглый обзоръ главныхь предложенй 
статики разсматриваемаго т$ла, отсылая за доказательствами 
вЪ 3-му выпуску указаннаго труда. | 


Т. ДвЪ одноименныя пары эквивалентны, если ихъ моменты 
равны °). 


1) Одесса, 1890—91, въ 3 вып. 
*) 1. с. стр. 23. 


2. Зы 


П. Совокупность любаго числа паръ эквивалентна одной, 


моменть которой есть алгебрическая сумма моментовъ склады- 
ваемыхъ паръ ‘). 


ПТ. Совокупность силы Ра и пары, моментъ которой 
равенъ== М, эквивалелтна сил% Рв, отличающейся отъ Ра 
Только точкой приложена, причемъ 


И 
АВ--. 


Если М>0, то паправлемя АВ и силы Р одинаковы; 


зь противномъ случаз эти паправленя прямо противопо- 
ложи *). 


ТУ. Величина и паправлен!е равнодЪйствующей силы Вс 
двухъ силь Рд и Рв, паправлен!я которыхъ пересЪкалтся въ 
точкВ О, опредЪляются, какъ въ статик% твердаго т$ла. Добав- 
ляется лишь правило, по которому точка С приложеня силы В 
лежитъ на окружпости, проходящей чрезъ точки 4 ВиО»). 

Совокупность двухъ равныхъ, параллельныхь и прямо- 
противоположныхъь силъ Ру и Рв назовемъ парой вращенля, 
если прямая АВ перпендикулярна къ общему направлен!ю 
силь Р АВ — плечо, произведене АВ.Р— моменть пары. 
Сторона вралценя послфдней опред$ляется какъ въ твердомъ 
тТВл; точно также теометрически изображается моментъ пары. 


У. Законы эквивалентности паръ, введенныхъ Ро1150 въ 
статику твердаго тфла, а также дЪйств!й надъ НИМИ, ВПолНЪ 
справедливы для паръ вращения *“). 


УТ. Система, силъ, дЪйствующихь на точки подобно-изыф- 
няемаго тфла, можеть быть зам нена совокупностью силы А), 
пары вращешя, моментъь С, которой вообще не параллеленъ 
сил$ И, и пары растяжения (Ц,). Точка О—произвольная точка 
тБла. Если отнесемь тЪло къ прямоугольнымъ осямъ 2, у, 2, 


начало которыхъ въ 0, то имЪютъ м%ето слЗдующя формулы: 


мы®ъьъ 


1) 1. в. стр. 95. 
*) 1. ей. стр. 17 и Вып. Т, тр. 18. 


) Моаз Гепгьисй 4ег ЗаНк. $ 234, также |. ей стр. 21. 
*) 1. ей. стр. 26. 


ааво ВИ %4 


| д=ЯХ В=57, 0=24, ВАО. 


Е [=5(й—27), М= 52х20); | 
}] м.=еу-х, РИ 


П,=5@&Х-+уУ+:2). 


Здьсь Х, У, 2, —слагающия по осямь силы Р, дВйству- 
ющей на точку (2, 9, 2), А, В, Си Г, М, М о 
силы В и момента М,П,-—моменть пары растяженя (п) °). 

УП. Силы, дфйствующя на точки подобно-измфняемаго 
тВла, эквивалентны совокупности силы Во и пары вращеня 
((9,)), моменть которой параллелень сил В. Точка @ — 
вполнф опредленная точка твла и пазывается центральной 
точкой. Величина, направлеше и положеше силы В, а также 
момента С опредфляется, кавъ въ статик твердаго тфла. Пря- 
‘мая, вдоль которой дЪйствуеть сила В, называется %ен1/?4.1е- 
ной осью. Совокупность силы Во и пары вращен!я (Фо) ваз. 


силовымъ ВиИНТоОМЪ; ()—Центръ, отношенте-, =р— параметръ 


послФдняго °).. 


УШ. Если на тло дфйствують параллельныя силы Р, 
направленныя въ одну и ту же сторону, то система эквива- 
лентна одной сил В,. Сила эта иметь одно направлене съ 
силами Ри равна ихъ сумм$. Обозначая чрееъ 2,, У,) 4% 
прямоугольныя координаты точки О, чрезъ 2, 2, у— координаты 
точки приложен!я силы Р, найдемъ: 


$ Ш. Теор1я мгновенныхъ силъ. 


Т. Предположамъ, что тзло обладаетъ поступательной ско- 
ростью 9. Мгновенныя силы /, дфйствующия на точки 2 тБла, 
параллельны 9; кром того, 


=, 


1) ]. сё. стр. 40 и 55. 
2) |. с14. стр. 41 и 42. 


мг Ч 5 


если тр— масса точки м. Совокупность силь { эквивалентна 
($ П, УШ) одной сил В,, причемъ 


В = Ут =55Ут, 
Хтох _Хтх _Хту_ ту  _ та _ тг 
° т 2’ Хт 5'° т ЖЖ’ 


если 2, у, г. —координалы точки 0. Получепными формулами 


доказывается 

Предложеще ПТ”). Мгновенныя силы, вызываюния посту- 
пательную скорость о тЗла, эквивалентны одной силф В, при- 
ложенной къ центру инерци. Сила В равна произведетю 
изъ массы тБла на скорость 9 и параллельна скорости 9. 

Обратно: мгновенная сила Ё, приложенная къ центру 
инерци подобно-изм$няемаго тВла, вызываетъ въ послёднемъ 
поступательную скорость 7, параллельную сил В и равную 
отношен1ю посл$дней къ масс тЪла. 


П. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда тЪло обла- 
даетъ скоростью расширеня 7 вокругъ центра инерщи 9 


(черт. 11). Скорость © какой-нибудь точки 4 направлена по 
прямой Зи=о, причемъ 


9= 07. 


Тоже направлеше имфетъ мгновенная сила Р=то, дЪй- 
ствующая на точку 4. Примемъ точку 8 за начало прямо- 
Утольныхь координать 2, у, 2 и разложимь каждую силу 
параллельно осямъ на слагающия Х, У, 2. Легко видЁть 


) 
что, если т, у, 2— координаты точки м, то 


7 Уыь ЕЙ. 
НЫ У Ро 71 РЫ 
но {= =тл0; сл довательно, 


Х=ттз, У=у ту, =ута. 


) Примьчаще. Это предложен!е доказано Ро!п130& для твердаго т$ла. 
Ср. Розов 1. с. стр, 24. и 9, 


3* 


Внеся эти значешя вь фориулы Е) $ И, найдем, зам} - 
чая, что 


Уте=Уту= т =0, 


п, отей+у"+2') =1210' ПИ 


гл» П’— главный полярный моменть пнерщи тВла. Мы получили 


Предложене ТГ. Мгновенныя Силы, вызывалошия ско- 
рость 7) лучистаго расширеня вокругь центра инерции, экви- 
валептны пар» растяженя, моментъ которой равенъ произве- 
дению скорости у на главный полярный моменть иверщи трла. 

Обратно: мгновенная пара растяжешя вызываеть лучи- 
стое расширеше со скоростью 7 вокругь центра инерции. Ско- 
рость 7 равна отношению момента пары къ главному поляр- 
ному моменту инерция тфла. 


Примпчаве. Мы видфли въ Т части ($ П, форм. В), что 


1 4 
ет ’ 
(4 
Слфдовательно, 
_ путо*— Хно® — 1 Ч уто'-1 И 
Ш =зто то то = 


т. е. скорость т расширеня вокруз центра цнерии вызы- 
вается муновенной парой растяженл, моменте которой ра- 
венз ‘/, производной то времени полярнаю момента инери, 


Ш. Положимъ, что тфло обладаетъ скоростью 7 лучистаго 
расширеня вокругъ точки О, не совпадающей съ центромъ 
инерщи 8. Это движен!е эквивалентно (ч. Г, $1) совокупности 
расширеня со скоростью %) вокругь центра инерци и по- 
ступательной скорости, равной скорости ОБ.7 центра инерции. 

Первая скорость вызывается (Предл. ГУ) мгновенной па- 
рой растяжешя (Дз), причемъ 


Пз=тто*, 


вы 09 


вторая -- мгновенной силой В, (Предл. ПТ), приложенной къ 
цептру иперщи и направленной по 09; кромЪ того, 


Е, =ОЗ.у Ут. 


Совокуппость пары (1/,) и силы В, мы можемъ ($ П, ПТ) 
замфнить одной силой Во, той же величины и направлешя, 
но приложенной къ точке О прямой 05, причемъ 


Е,.50, = 113, 
ИЛИ 


05.50, .Ут= Уто*, 


въ силу предыдущихъ значешй А; и П,. Введемъ радусъ & 
главной полярной инерщи. По опредБленю, 


Ут = 2то* 
слБдовательно, только что полученная формула приметъ видъ: 
05.50, =#', 


ч$мъ доказывается 


Предложене У. Мгновенныя силы, вызывающя скорость 7 
лучистаго расширевя вокругь точки О, не совпадающей съ 
центромь инерщи 5, эквивалентны одной сил В, дЪйствующей 
вдоль прямой 05 и приложенной къ точкЬ О, посл$дней, 
причемъ произведеше разстояй точекъ О и О, отъ центра 
инерци равно квадрату радуса главной полярной инерции. 
Сила В равна произведено скорости 7 на массу тфла и на 
разстояе Об центра расширеня отъ центра инерции. 

ТУ. Пусть теперь тЪло вращается со скоростью 62 во- 
кругь одной изъ главныхь осей инерщи (черт. 12). Какая- 
Ниоудь точка 44 тВла обладаеть въ силу этого движен!я ско- 
ростью 2= 04, гдф 4— разстояве точки № оть оси вращения $. 
Мгновенная сила /, вызывающая эту скорость, равна 2624, 
вмЪетв со скоростью г перпендикулярна къ плоскости ($, 44) 
и направлена въ сторону вращения. 

Примемь $ за ось 2 прямоугольныхь координатъ, начало 


— 38 — 


ЖимЪ Сил 
которыхъ совпадаеть съ центромъ ии. о , . / 
параллельно ослмъ на слагающи Х, У, 2. 06031: 9 

у сказаннаго 


координаты точки 4, найдемъ въ сил 
у 2 7=0 
х=-—Г,, ее г 


или, вставляя предыдущее значеше силы Е 
=—оту, У=ота, 8=0. 
Внеся эти величины въ формулы Е) $ П, найдемъ, 
А,=В,=(,=В:=0 
Т,=М,=0; №, =вХт(* +9), Пз=0, 
такъ какъ въ данномъ случа 
Утх= Уту= Ута= тада = Хтуг=о. 


Мы доказали тавкимьъ образомъ 


Предложешще УТ). Мгновенныя силы, вызывающия угловую 
скорость с» вокругь одной изъ главныхъ осей инерщи $, экви- 
валентны пар вращен1я, моменть М№ которой параллеленъ $ 
и равенъ произведенио скорости 62 на моменть инерщи тВла 
относительно прямой $5. 

Обратно: мгновенная пара вращев!я, моменть М№ которой 
параллелент главной оси $ инерцш, вызываетъь вокругъ пря- 
мой $ скорость вращеня 62, равную отпошенио момента № 
пары къ моменту иперщи тЪла относительно прямой 5. 

Примпчанме. Мы теперь въ состоями опредфлить тоть 
кинематичесьяй винт, который вызывается любой данной систе- 
мой мгновенныхь силъ {. Для этого приведемь систему {къ 
центру 5 ннерщи. Это дасть пам силу А,, пару враще 
ния (((.)) и пару растяжения (1). Пусть М— масса тВла, Л/— 
главный полярный моментъ инерции, Р’, 0’и —моменты инер- 


(') Примьмане. Это предлетене доказано Розов для твердаго тфла. 
Ср. 1, в. стр. 27. 


2 
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щи вокругЪ главныхъ осей инерщи. Сила В, вызоветъ поступа- 
Е, : 
тельную скорость о = и, параллельную Е,. Пара растяженшя (Ш,) 


П, . 
вызоветь скорость у= т лучистаго расширения вовругъ точ- 
ки 5. Намъ остается опредфлить дфйстве пары (((4,)) '). Для 
этого разложимъ ее на три слагающихъ ((Т.,)), ((М,)) и ((№,)), 
моменты Г, М; и №, которыхъ параллельны главнымъ осямъ 
инерщи 2, у, 2. Пара ((Г,,)) вызоветъ, какъ мы только что 


видфли, угловую скорость р= вокругъ оси х, пара ((М,))— 


Р' 
угловую скорость 1-0 ВОЕругъ оси у и наконецъ пара ((№,))— 
угловую скорость ‚1 вовругь оси 2. Складывая скоро- 


сти 9, 7, р, 4 иг, какъ это было показано въ части |, мы 
придемъ къ искомому кинематическому винту. 


Разсмотримъ центральный эллипсоидъ инерцй: 
1) Ре’+0у'+В2=Н. 


ЭдЪеь Н—постоянная величина. Построимъ въ разсматри- 
ваемый моментъ начальную фазу эллипсоида инерци. Уравне- 
шя ея будетъ: 


2) Р’'+0у'+ В2`=Н. 


ЭдЪеь Н имфетъ прежнее зпачеше. Величины Р’, О’ и Ё' 
связаны съ Р, 0, В соотношевями 


3) РЕРу*, 9=099*, В =Во*. ($ Т, фор. В) 


Напомнимь, что главныя оси эллипсоидовъ 1) и 2) сов- 
падалоть съ главными осями инерции. 

Положимъ, что на тБло дЪйствуетъ мгновенная пара вра- 
щеня ((С.)). Разложимь ее на три пары, моменты кото- 
рыхъ М, М, и М, параллельны осямь инерщи. Эти пары 


*) бр. Ро1аз06. |. с. стр. 27 и 98. 
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тх вокругъ глав- 
вызовуть (Предл. УТ) угловыя скорости 2, (И? р 
ныхъ 0сей, причемъ 


4) МЕРР, М =, №-1В. 


Если бы пара (((%+)) подфйствовала ла И а 
тавшее деформащи ф, то мы получили бы Углов ро- 


, Ъето соотношеня 
рости р, 4 их, для которыхъ имфли бы мБе 


1 


М=рР М-=4,0, № =", Е. 


Сравнивая эти формулы съ вышенаписанными, найдему: 


въ силу формулъ 3). Обозначая чрезь © и, результируюцщия 
скоростей р, (иг, р,, 4, иг, соотвфтетвенно, получимъ: 


6) © =@ф”. 


Формулами 5) и 6 доказывается 

Предложене УП. Угловая скорость с, вызываемая мгно- 
венной парой вращеня въ подобно-измфняемомъ тфлф, испы- 
тавшемъ деформацию ф, отличается только величиной отъ угло- 
вой скорости ©), которую вызвала бы та же пара въ тБаЪ, 


Р й . © 
если 0ъ оно пе испытало деформащи. Отношене = ЭРЕХЪ СкО- 


ростей равно квадрату линейнаго расширенуя. 
Пусть М (5, у, 2) — точка ветрфчи оси вращеня с> съ 
эллицеоидомъ 2). По предположению 


21:2 = рт. 
Обозначимъ чрезъ а, д, У—сзты угловь, образуемыхъ съ 


осями координать нормалью въ эллииеонду в, М. Гакь 
извБетно, 


м» ФД == 
Но изъ формуль 3) и 4) слёдуетъ: 
*/у* М, . 2. 3 
РР : м №? 
слЪловательно, 


а: В: у=М,: М,: М, 


чфмъ доказывается 


Предложене ГП. Моментъ мгновенной пары вращевя, 
вызывающий угловую скорость вращеня вокругъ радлуса цен- 
тральнаго эллипсоида, параллеленъ нормали къ эллипеоиду. 
проведенной въ конц радтуса °). 

Иными словами: Если осью вращен!я 62 служить ралусъ о 
центральнаго эллипсоида, то плоскость соотвфтствующей мгно- 
венной пары вращения параллельна плоскости, сопряженной съ 0. 

Пусть #-— длина перпендикуляра, опущеннаго изъ центра 
эллипсоида 2) на касалельную илоскость въ М. Этотъ перпен- 
дикуляръ, по предыдущему, параллеленъ моменту (г;. По изв$- 


стной формулЪ, 
ей. 2) 
| Е р + 0 + 


Но, по локазапному выше, 


слЪдовательно, 


„_Н (М №, М НИМ МХ хм` 
| Арто ть )==- С. _) 


Но формулы 3) и 4 даютъ: 


У. =Рр- Рф’, №, =04=0ф, М,=В"= Пф»,, 


) Иримичаме. Это предложен доказано Ротизо для твердаго т%фла. 
Ср. 11 6. стр, 57 и 5$. 


о ЕЬ я о ыы. 


откуда 


Внеся эти злаченя въ выражеше для й*, найдем: 


Н(М. (М №): 
[рю |". 
а. 62161 С, у 


Величина, стоящая въ скобкахъ, представляеть проекцию 
скорости (2 па направлеше момента С. Обозначая, слЪФдо-^ 
валельно, чрезъ & уголъ ((., 2), найдемъ: 


#. Ша а 
а) | то 606$. 


Эта формула будетъ намъ очень полезна. 


Найдемь теперь проекцию 0.68% момента @, на ось 62. 
Очевидно, 


. 1 з 11 р. 
6,0 = = (М+Ма-+ М») РР +99 -+28’ 


(0) 


въ силу предыдущихь значенй величинь №, М, и М. Полу- 
ченную формулу можно представить въ слбдующемь вид: 


Се = [2( 2+0 ( 1+ 8( 7) 


. й () та } 
Но отнпошешя 2 Чи /^ представляютъ с5’м угловъ, 
©) [2 0) 


образуемых съ осями иперщы осью вращешя с). Отсюда мы 
завточаемт, въ силу извфстной теоремы, что выражене, стоя- 
цщее в. скобкахтъ, представляеть моменть инерщи тфла, отно- 
сительно оси вращения. Обозначая чрезь х—разетоящя точекъ 
тфла оть этой оси, найдемъ сллозательно 


Н) Сся= о Ми". 


Въ заключенше настоящаго $ вычислимь живую силу 2 Т 
тфла, обладающаго самымъ общимь движешемъ. 
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Пусть тьло испытывает» движенще, представляемое ко- 
ническимь винтомь 0(р,5). Скорость % какой пибудь точки и 
дается формулой 

2 3..3 3.3 
=, '62*+0,'1* (ч. $ ИП, $. В) 

ЗдФеь у и с—слагающия скорости винта, 0, ит, е0от- 
вЪтственно разстояня точки м отъ центра О винта и оси 5 
послфднаго. Если т—масса точки и, то по опредфленио жи- 
вая сила ЭТ,, соотвётствующая винту О(р,5), равна 


2Т, = 5" = "Ут, * + Хто, ". 


Проведемъь чрезь центръь 5 инерщи прямую $ парал- 
лельно $. Если обозначимъ чрезъ о и х—разстояня точки м 
отъ би $', то, какъ извфетно, 


Утг, *= М.4*- Ут", Хто, '= Ма*-+ Хто", 


гд$ М— масса тфла, 4 и а разстоямя центра иперши отъ 
оси $ и центра О винта О(р,5). СлБдовалельно, 


2 Т, = М(6'4* + п'а’) + отт" + 1*Уто". 
Но, если о— скорость центра инерщи, то 
0 = ‘4-7 а". 


Слфдовательно, перзый члешь выражешя 27, представ- 
ляютъ живую силу 2Т, центра инерцш, если предположить, 
что въ немъ сосредоточена вся масса М тЪла. Значеше осталь- 
ныхъ двухъ членовъ ясно. Первый ©’Ути* предстазляеть 
живую силу 2Ту вращешя со скоростью с> вокругь оси $’, 
второй 7'Уто‘—живую силу 27 „ расширешя со скоростью у 
вокругь центра инерцш. | 

Сл довательно, 


2Т,=2Т, +2Ть+ 2Т,. 


Сумму 2Ть-+2Т, пазовемт относительной живой силой 
тЬла и обозначимь чрезь 27. Выражеше 


=. @ — 


2Т=2Ть +2Т,.= 0' Ут тО" 
можно представить въ слфдующихъ видахъ: 
К) 2Т= абс + то 
въ силу формулы Н), или 
К) 27=Ру'+09'+ Е" +1'5то* 
или наконецъ 
К”) 2Т=ф*(Рр'+ 04" + Ви) + "Хто". 
Обозначимъ чрезь 27, относительную живую силу тЪла 
вЪ томъ случаЪ, еслибъ оно не испытало деформащия ф и нахо- 
дилось подъ дЬйстНемь тфхъ же силъ. Въ этомъ случа 
21, = Рр, *+ 04, "+ Ву, *, 
ГД 
р, =рф', 4, =4ф', ", =7ф* (форм. 5) 
слЪдовательно, 
2Т, =ф'(Ар*-+ Ва’+ 0»). 


Сравнивая это выражене съ К”, найдемъ: 
27, 
2р=-—+у*Уто*. 
Ф, 


Введемъ значешя Ши ИП’ главнаго полярваго момента 
пнерщи въ началВ движешя и въ разсматриваемый моменте. 
Мы видли ($ Г, форм. С), что 


] 3 з 
ПШ’ = 5то*=ф\И. 
Внеся это значеше въ выражене ЭТ и замфчая. что 
7 


4ф 
д 


= 46 — 
находимъ окончательно: 
т) эт 27. + ("п 
Фф Га 


Это — чрезвычайно важкпый результатъь. Введя моментъ П въ 
формулу К) и спова пользуясь тфмъ, что 


ЧФ 
ТФ = че 


имфемъ: 
М) 27 бон + (4 )*Л. 


Формулы Г,) и М) намъ будуть очень полезны. 


$ ТУ. РЬшен!е задачи Ро1п50$ для подобно-изм8няемаго т%ла. 


Воспользуемся результатами предыдущихъ изслфдован1й 
для рЬшеня сл$дующей задачи: 

Задача. На свободное, подобно-изм$няемое тБло подЪй- 
ствовала, система, мгновенныхъ силъ / изат$мъ тло представ- 
лено самому себЪ. Найти движене т$ла. 

’ Приведемъ систему силъ { къ центру инерщи 5. Пусть 
Р,, ((@.))) и (П))—элементы приведемя; ГР, —сила, ((@.))— 
пара вращеня, (П.) —пара растяженя ($ П, УГ). Обозвачимъ 
чрезь М— массу тЪла, чрезь Р, О’и В'— моменты инерции 
относительно главныхъ осей инерщи и чрезь П’—главвый по- 
лярный моментъ инерщи. 

Мгновенное движен!е т%ла слагается изъ Бдующихь 
скоростей: 


1. Поступательной скорости %. 
= (Пр. Ш) 


скорость © параллельна сил Р.. 


2. 40 5 


2. Скорости # лучис#аго расширетЯ вокругь центра 5, 
причемъ 


= (Предл. ТУ). 


3. Скорости 2 вращев1я вокругъ радуса ба централь- 
наго эллипсопла. Прямая ба сопряжена съ плоскостью, про- 
веденной чрезъ 5 параллельно плоскости пары ((@.)) (Пр. УП). 
Кромф того, если р, дих”, №, №, и М, — слагаюцщя скоро- 
сти @ и момепта пары параллельно главнымъь осямъ инер- 
ци, то 


м М м 
2-5, 1’ "= ре. (Предл. УТ. 


Складывая скорости ®, 1 ис> по правиламъ, указаннымъ 
въ Г части (8$ ПП), мы найдемъ конический винтъ, характери- 
зующй мгновенное движене тфла. 

Перейдемъ къ непрерывному движенно посл%двяго. Для 
р8шен!я этого вопроса воспользуемся извфетными принципами 
динамики свободныхъ системъ, на которыя не дЪйствуютъ не- 
прерывныя силы. Принципы эти сл$дующе: 

Т. Принцип сохранен1я силы Ё.. 

П. Принципъ сохраненя пары (((.)). 

Ш. Принципъ сохранен!я живой силы. 

Изъ перваго принципа вытекаетъ, что скорость ф во все 
время движешя не измняетъ величины и направленя. Зам%- 
чая, что центрь $ инерщи въ движеняхь } и © не прини- 
маетъ участя, заключаемъ: 

Предложенде ТХ. Центръ инерц!и движется равном рно 
по прямой лини, параллельной направлению силы Р%. 

Слпдстве. Живая сила центра инерщи, вычисленная въ 


томъ предположени, что въ этой точкф сосредоточена вся масса, 
тфла, остается постоянной. 


Отсюда И ИЗЪ третьяго принципа, завлючаемъ: 


Предложенще Х. Живая сила, относительнаго движен!я 
тфла вокругь центра иперщи остается постоянной р. 
а. 


') Примьчаше. Предложен1я Ц и Х справедливы для веякой свободной 
системы точекъ, 


за 49 =. 


Для упрощеня дальнфйшихт соображений отвлечемея отЪ 
движенля центра инерщи 5 и займемся изученмемъ лишь отно- 
сительнаго движен!я тЪла вокругъ точки 5. Мы будемъ, слф- 
довательно, считать эту точку неподвижной. 

Пусть №, — какое нибудь положенмя тВла, 5 — центръ 
инерци, У@-—момевтъ пары (((С.)), ба— ось вращетя со 
скоростью 62, вызваннаго парой (((.)) (черт. 13). 

За, безконечно-малый промежутокъ времени 7 тЪло перей- 
деть въ смежное положене У,, причемъ оно повернется во- 
кругъ оси ба на уголт 7 и испытаеть лучистую деформацию 
съ нзкоторой скоростью 7 вокрутъ точки 5. Въ силу перваго 
движевн1я главныя оси инерщи 55, бу и 52 перейдуть въ по- 
ложеня 957, у’ и 652, а прямая 90, совпадавшая вначал® 
съ О@, перейдетъь въ положеше 5’, причемъ 


<0ба= <95а=з. 


Въ силу втораго движеня отрфзокъ о тла измЪфиится 
на величину 


ао=тот; 
слЪфдовательно, элемептарное линейное расширеше ‘р т$ла равно: 


_ оао 


К =1+#7. 


Въ обоихъ движен1яхъ не принимаютъ участ!я ни точка 
8, ни прямая ба; второе движен1е не отразится на прямыхъ 
бя, Зу’, 52 и 959. (Ч. Г стр. 9). СлЪФдовательно, прямая 
ба одинаково расположена относительно прямыхъ 55 и 57, 
бу и Бу, 52 и 52’ соотвфтетвенно; что же касается прамой 
6’, то она также расположена относительно прямыхъ 52, бу’ 
и 92', какъ прямая 99 относительно 52, бу и 52. 

Въ силу втораго принципа на тЪло въ положеши &, 
дЪйствуеть та же пара (((.)). Такъ какъ тЪло изм$нило свое 
положен!е относительно момента 5 пары, то дЪйствйе посл$д- 
ней теперь будетъ иное. 

Для опредЪлен1я этого дфйств!я разложимъ моментъ 54а 
на слагающе 5 и @ С, изъ которыхъ первый равенъ 54 
и направленъ по 59. 
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Въ силу вышесказаннаго моментъ 5@, также расположенъ 
относительно осей 52’, бу и 92, какъ моментъ УС относи- 
тельно осей 5х, бу и 52. СлЪдовательно, пара ((54,)) вызо- 
ветъ угловую скорость вокругъ оси ба, кавъ двойной прямой 
фигур У, и &.. 

Перейдемъ къ парЪ ((С @)). Замфтимъ, что въ предфл$ 
плоскость @,05 перпендикулярпа къ плоскости Сба, такъ 
какъ прямыя 50 и 90’ суть смежныя производяния прамого, 
круглаго конуса, ось котораго совпадаетъь съ ба, а вершина 
съ точкой 9. ДалЪе, такъ какъ треугольникь @Э@, равнобед- 
репный, то въ предфл$ <5@а, —прамой. Отсюда и изъ выше- 
сказапнаго вытекалетъ, что въ предълЪ направлене С.С’ пер- 
пендикулярно къ плоскости С@5@. СлЪдовательно, плоскость 
пары ((@, @)) параллельна плоскости @ба. Если 98—радусъ 
центральнаго эллипсоида, сопряженный съ этой плоскостью, то 
пара (((, @)) вызоветъ вращение вокругъ 58 (Предл. УП). Легко 
видЪть, что прямая 5/8 перпендикулярна къ 50 '). Въ самомъ 
дЪл$, такъ какъ сопраженная съ 96 плоскость @ба прохо- 
дитъ чрезъ ба, то плоскость 4, сопраженная съ ба, должна 
проходить чрезь 56. Но плоскость 4 перпендикулярна къ 9 
(Пред. УПТ. 

Теперь легко уже доказать слфдующее предложение: 


Предложене ХТ’). Проекщя скорости вращев!я на посто 
янное направлен!е момента пары (((5)) измЪняется обратно 
пропорщонально квадрату линейнаго расширен1я т$ла. 

Доказательство. Сохранимъ всф предыдущя обозначеня. 
Мы знаемъ, что относительное движене тфла вокругъ центра 
инерщи состоитъ изъ вращения и лучистаго расширешя. Сл$- 
довательно, т$ло, придя въ положене № (чер 13), испытало 
линейное расширене ф. Допустимъ, что этого расширения не 
было. Въ тавомъ случаЗ въ положени ХМ, пара ((43)) вызо- 
ветъ вращене вокругь той же оси ба, но со скоростью 62, 


2, =сф* (Предл. УП. 


1) Ср. Ро1шзо0. 1. ©. стр. 60. 


1) Примичаше. Въ твердомь тлф эта проекщ!я остается постоянной 
Рошвой |. с. 


Въ, положени Х, на тЬло дЬйствуеть та же пара (((+,)), 
которую мы, какъ и раньше, разложимъ на ((90)) и ((@46)). 
Первая вызываетъ, какъ мы видфли, вращенте вокругь оси ба, 
вторая —вокругъь оси 96, перпендикулярной къ 5. Если снова 
допустимъ, что пе было линейнаго расширен1я, то теперь тфло 
обладало бы прежней скоростью вращеня 62, вокругь оси 5 
и скоростью ©» вокругъ 56. Геометрическая сумма ©’, ско- 
ростей (>, и ©), представляла бы угловую скорость тфла въ 
конц промежутка времени 7. Такъ какъ ось слагающей (2, 
перпендикулярна къ 5(, то проекщя на 5 скоростей 62, 
й 62,’ одинаковы. 


И такъ во все время движешя имфетъ место равенство: 
62, 688 = С013, 


или внеся значене с, 
624" = с0134. 9. Е. Г. 


Другое доказательство. Въ положени У, (черт. 13) на 
тВло дьйствуютъ пары ((5(.)) и ((4 @)). Первая вызываетъ 
скорость с) вокругъ оси ба, причемъ, 


р [49] 
=—. (Предл. Ш 
6 р (Предл. ПТ) 


такъ какъ тфло испытало элементарное расширене у за без- 
конечно малый промежутокъ времени г. Пара ((С.С)) вызы- 
ваетъ скорость © вокругъь оси 5, перпендикулярной къ 96. 
Геометрическая сумма скоростей си 6 представить скорость 
вращен!я с” тВла въ концз промежутка 7. Какъ и выше, най- 
демъ, что проекщя ‘на прямую 5С скорости с’ равна про- 
екщи скорости ©. Пусть отрфзки 56, 56 оси ба представ- 
ляють скорости с) и <>, Ки х— проекцши на б@ точекъ хи с 
Треугольники 5 Жс> и ис) даютъ: 


Но изъ только что сказаннаго слБдуетъ, что бя есть 
4 


проекщя на 9 скорости ©; значить, ки есть прирость за 
промежутокь г проекщи 5 скорости ©. Полагая снова, 


<@5а=1, 
найдемъ: 
Эк= 0с9, К=АД. 69688, 
слЪдовалельно, 
4.068 _ @—@ 1 
069 © [0] 
= [0 
Но@= т откуда 

0.0265 _ 1 1 (Эли-т°) 
ое — у 


въ силу значешя: д=1 +77. 
Раздфляя об части послФдняго уравненя на Г и пере- 
ходя къ предЪлу, получимъ: 


1 а.0ося 
+9 = 
ся | 
Но 
1 | 19) 
О 4 (Ч. ‚ стр. 10, форм. ), 
слЪдовательно, 


4.0ся  2аф 
+ =0. 
606 ф 


Интегрируя это уравнене, находимъ снова: 
62681ф* =с0184. 9. Е. О. 
Пусть 5 —центръ инерции, (19—моменть пары ((4,)), 


би— ось вращеня со скоростью ©, вызываемаго въ данный 
моментъ # парой ((4.)) (черт. 10). 


ыЬ = 


Построимъ начальную фазу центральнаго эллипсоида, и 
пусть №—точка встрфчи прямой 5% съ поверхностью’ эллип- 
соида. Плоскость (2), касательная къ послфдиему въ №, пер- 
пендикулярна къ (9 (Пр. П). КромЪ того, если в — точка 
встр$чи прямой @5 съ плоскостью (п), то 


би" — бое" ($ ИП, стр. 5, форм. Е). 
`5 


Въ этой формул5 Н— постоянная величина, Я@,—моментъ 
пары (((;)). Въ силу принципа сохранен1я посл$дней и только 
что доказаннаго предложен1я заключаемъ: 

Предложене ХТТ. Во все время движен!я остаются не- 
измфнными длина и’ направлене перпендикуляра. опущеннаго 
изъ центра инерщи на плоскость, касательную къ начальной 
фазЪ, центральнаго эллипсоида въ точкЪ встрЪчи посл днаго 
съ осью вращеня. 

Для. того; чтобы`аснзе представить себЪ относительное 
движен1е т$ла вокругъ ‘точки 5, примемъ, что центральный 
эллипсоидь въ‘его начальной фаз участвуетъ въ вращеняхъ со 
тфла вокругъ осей ба. На основанш вышесказаннаго движен1е 
эллипсоида будетъ происходить слБдующимъ образомъ. Въ каж- 
дый моментъ онъ будетъ касаться неподвижной плоскости (2) 
въ точкВ № и вращальея на уголь с2ё вокругь оси 9 М со 
‘скоростью 62, удовлетворяющей услов!ю: 


62с8ф* = с0784.. 


до тзхъ поръ, пока съ (я) не совпадетъ. плоскость т’, ква- 
сательнан къ эллипеоиду въ смежной съ М точк$ №. Пря- 


мая З№ будегь новой осью вращен!я и т. д. Мы можемъ, 
слЪдовательно, сказать: 


Относительное движенще тъла вокруг центра инершёи 
состоит изь расширеня ф и движеня, при котором тльло 
не измъняеть своитз размтровь. Второе движенше тоже- 
‘стивенно с5 тъмь, при которомь центральный эллипсоидь в5 
610 первоначальной фазь катится без» скольженя по непо- 
Эвижной плоское. | 

Примъчане. ЗдЪеь можетъ возникнуть вопросъ: въ ка- 
комъ случа$ звердое тЪло будетъ двигаться такъ, какф дви- 


4* 
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1 
жется намъ центральный эллипсоидъ. Мы знаемъ '), что, если 


на твердое т6ло А не дЬйствують непрерывныя силы, то. цен 
тральный эллиисоидь (а) тЪла калится безъ скольженя по’ 
неподвижной плоскости, причемъ, сохраняя т же обозначеня,. 


6268$ = 60786. 


Отсюда прямо вытекаетъ, что необтодимы вепрерывныя. 
силы для того, чтобы при движен!и эллипсоида (а) пм$ло м$- 
сто равенство: 


62с9ф* = с0п3,, 


если ф зависить отъ времени. Легко видфть, что это равен- 
ство удовлетворяется, если непрерывныя силы таковы, что 
моментъ пары (((.)) сохраняеть свое направлене, но не ве- 
личину. 

Намъ остается найти величину ф вЪ зависимости отъ 
времени. Мы видфли (Пр. П), что живая сила 2-Т относитель- 
наго движен1я вокругъ центра инерц!и остается постоянной. 
Для величины 2Т было найдено слБдующее выражение: 


2Т= бое, П. ($ П, форм. М) 


Здфеь @,—моменть пары (((.)), П-— начальное значение: 
главнаго полярнаго момента инерщи. Обозначая чрезъ 2 А по- 
стоянное произведи!е 62с$ф", найдемъ: 


а 
62688 = =. 
ф 
слФдовательно, 
ЗАЗ; 49’ 
2Т= ИЕ 
га ф* а П. 


1) Рошвоё. |, с. стр, 60 и 62 
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Изъ этого уравненя получаемъ: 
/_ АС П 
Ур 
Интегрироване этого уравнен!я даетъ: 


У" — ис = п/?т+ В, 


тд$ В— новое постоянное, введенное инегращей. Полученное 
уравнен!е можно представить въ слдующемъ вид: 


1) "+ [И +в] И 


Мы доказали такимъ образомъ: 
Предложене Х1ЛТ. Квадратъ линейнаго расширевя тфла 
есть квадратичная функц1я времени. 


‚ Налнемъ счеть времени # съ того момента, когда ф=1. 
Полагая во 1): 


#=0, ф=1, 

найдемъ: 
зе лаб 
В*=1 т 


Въ силу этого значешмя В выражеше 1) величины ф* 
приметь сл$дующ!Й видъ посл простыхъ преобразован!й: 


ТЕ У21Т-—АС)+П 
орви +7 


Введемъ главный полярный моментъ: 


П=Ф’П ($ Т, форм. С) 
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Въ силу 2) находимъ: 
П-этР+уа ЩАС, +П. 
Изъ этой формулы вытекаетъ: 


а (1 т") — 9П(Т—АЗ,. 
“(5-е И ‚) 


Но мы видфли ($ П, пред. П), что 


а(1 р 
а(зи')- 1, 
если П,— мгновенная пара растяжен!я; слЗдовательно, 


3Д,=21+У2ЩТ-—Аб,), 


чт0 даетъ: 


Предложеше ХТУ. Если въ каждый моментъ движен!я 
свободнаго, подобно-измфняемаго тЪла, на которое не дЪй- 
ствуютъ непрерывныя силы, будемъ приводить въ центру инер- 
ци 5 мгновенныя силы, — то получимъ силу Р», пару вра- 
щеня (((.)) и пару растяженя (П.). Моментъь посл$дней 
изм$няется прямо пропорцонально времени. 

Если чрезь П,° обозначимъ начальное значене момента Д., 
то, какъ показываетъ формула 3), 


П’=У2ЩтТ—АС,); 
сл$довательно, формулы 2) и 3) примутъ видъ: 


‚_ 9729 П,'+П 


4) ф п ‚ в=21+ 1... 


Пусть У, и #, —смежныя положевя тфла въ относи- 
тельномъ движени вокругъ центра инерщи 5; 5— моменть 


пары (((,)), би — ось вращеня 62, вокругъ вызванваго парой 
((@з)) (черт. 14). Изъ У, въ У, тБло переходить, вращаясь 
вокругь 5а на уголь ст и растягиваясь вокругъ 5 на вели- 
чину у=1-+77. ЗдЪсь г — безконечно-малый промежутокъ вре- 
мени, отдвляющИЙ положеня У, и У, (см. стр. 48) Въ силу 
перваго движеня оси инерщи 5х, бу и 52 перейдутъ въ по- 
ложешя 57, буи 52, а прямая 50, совпадающая съ 54, 
перейдетъ въ положене Бу’, причемъ 


<95а= <95а=1. 


Въ положен!и У, на тБло дЪйствуеть та же пара (((.)). 
Разложимъ ее на дв пары ((50.)) п ((С. С)), причемъ мо- 
менть ЭС’ первой равень С’ и направленъ по 54’. Моментъ 
((54,)), какъ мы видфли (см. тамъ же), также расположенъ 
относительно фигуры У,, какъ моментъ 5 относительно р 
СлЪдовательно, моментъ (1 (С представляеть измьнен!е момента 
БС относительно тфла, происшедшее за время г. Направлене 
С, С намъ извВстно; оно перпендикулярно къ плоскости С5а. 
Здесь мы займемся вычисленемъ величины @ . Полагая: 


<959=а“, 
найдемъ изъ равнобедреннаго треугольника 54: 
а =5 ааа. 

Для опредфлешя Фа проведемъ перпендикулярно къ ба 
плоскость, которая пересфкаетъ прамыя ба, 99 и 94’ въ точ- 
кахъ @, ди 9’ соотвфтственно. Зам чая, что 

<9“9 =©т, ди= 8 дзт, 
получимъ изъ равнобедренныхь треугольниковъ $90’ и 490: 
99'=59.4&=9&. от=59д. от, 


’ откуда 


фа = сзтат; 


слфдовательно, 
4@4=9ааа=б@овтт. 


, 

Назовемъ пред. ее зеометрической производной момента 
5<=4(, пары ((@.)). Полученной формулой, & также выше- 
сказаннымъ о направлении (7, (", доказывается 

Предложенше ХТ‘). Геометрическая производная мо- 
мента (7, мгновенной пары (((7.)) изм$ряется произведенемъ 
момента (1, и проекщи на плоскость пары вызванной угловой 
скорости ©. Эта производная перпендикулярна къ моменту С 
и БЪ оси скорости ©. 

Это предложение намъ сейчасъ пригодится. 

Мы видфли (8 И, етр. 9), что, если №, № и № —ела- 
гающе момента пары (((.)) параллельно осямъ инерщи, 7, 4 


и г — слатающи параллельно тфмъ же осямъ угловой ско- 
рости 62, то 


№, =Ръ, №,=04, №, =Е", 
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гд$ Р, 0’, Е’ — главные моменты инерции. 

Изъ этихъ выражен!й величинь №, М, и №, сл$дуетъ, 
что слагающя параллельно тЪмъ же осямъ геометрической 
производной момента (7, будуть: 


4.Рр 4.09 а. В" 
ЧЕ? ’ 1 ` 


Помощью этихъ величинъ выразимъ аналитически свой- 
ства геометрической производной. 

1) Что она образуеть прямые углы съ моментомъ (, и 
осью вращеня с2, выразится слВдующими уравненями: 


7 1. Р’ т 1.0" . < 
[2 +94“ т 4 2") 


а & ЧЕ 

5 
4.Рь 4. 04 24. В 
Ра Ч п" 


1) Ср. Рошзоф. ]. с. стр. 31 ин 32. Доказательство Ро11з0ё основано на 
введени центробфжныхъ сил, чего намъ удалось избфжать. 


о >”. 


Е `В 


2) Величина производной дается (предл. ХУ) формулой 


Изъ уравнешй 5) слЪдуетъ: 


а.Рр 4. 0'9 а. Е’ 


Обратимся къ тожеству: 
(В+ у”) (Р-+т-+ п") = (Ви—ут)* + 
+ (71-— ап) * + (ат— 1) *+ (@-+Вт- уп)*. 
Положимъ: 
а=Р?р, 8=99, у=Вт, 1=р, т=4, п=!. 
Тогда тожество приметъ видъ: 
{Р’’-+ 0" +В) (р+9'+*)—(Рр’-+ 09+ Вт) *= 
=)" (Р-Р) 
Но 
=", д =М + М+М *=Р"?р*+ 04+ В’ 
(1:60 = М р- №,49+ Мл=Ру'- 09+ Е"; 
слФдовательно 
не’ вре) —Фр+0е-+ Е): 
= (1, 2—0; 60'6834=0(,'62'5т Ч, 
въ силу чего вышенаписаннное тожество перейдетъ въ 


(0—8) 9+ (ВР) р" + (Р'-- —0')*» (@ (зп ч $. 


ООО ООО 


ВелЪдетне отого уравненя 7) можно представить въ такомъ 
ВиДЪ: 


откуда 


и 


(ОВ, 99 -Рур, и (Р--Ф) 


Это —уравнен]я движен!я подобно-измняемаго т$ла. Ана- 
логля уравненй Эйлера и этихъ слишкомъ очевидна. 


Другой выводь и полное интегрироваве уравневй 8) 
читатель найдетъ въ слЪдующей части налиего труда. 
Вернемся къ уравнен!ямъ 5). Первое можно интегриро- 


вать, что дастъ 
+0"4'+ В" =,“ = с0пз. 


Второе можно представить въ такомъ видЪ: 


„4 ЧЕ т ‚ 49 зав _ 
(9 РР, +94 ++ +р бл 79 


Но, если Р, О, В—начальныя значен!я величинъ Р’, ©', В’, то: 


Р-р 9 -00% ВВ, 


откуда 


г 
ЕН рае" 


Внеся эти значен!я въ 9), получимъ: 


Вр Е 2 > ЧР (реет в) =0, 


т рт, 


ИЛИ 


| (0 ЧЕ 
Рь +00 9 ь 
р И 91 И + В, Иа о 


Ру- 04’ + Ву" 


Это уравнеше можно интегрировать. Интегращя лаетъ: 
(Рр’+04’- Ви’)ф' = с01# 
ИЛИ 
(Рр’+0'4’- Вт*)ф’ = с0п84. 


Множитель при ф’ равенъ (,62с8ё. Такъ какъ вели- 
чина (т, не зависить отъ времени, то 


6288 ф* = с0184. 


Мы получили такимъ образомъ снова предложене Ш. 


На этомъ мы закончимъ изелфдован1я настоящаго пара- 
графа, считая вполнф рЪшенной поставленную нами задачу. 


аби 


Чаеть ТИТ, 


ДИНАМИКА (АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ). 
$ Т. Основныя уравненя 


Аналитическая теор!я движеня подобно-измЪняемаго тЪла 
будеть пами развита на основан принципа Даламбера. 

Если мы отнесемъ тЪло къ неподвижнымъ, прямоуголь- 
нымъ осямъ координатъ (5, У’, 2’), то привципъ, о которомъ 
идетъ рЪчь, выражается слЪдующей формулой: 


у т ' ‚Фу ‚,. @= $ Ш— У И} Г Уи ИД 
хи(еди-- иду еде) УСИи + Уду +782) 


Здфеь т—масса точки (2’, У’, 2), Х, У’, 2'—слагающуя 
параллельно осямъ координать силы Р, дъйствующей на эту 
точку, да’, ДУ и дг—слагающия возможваго перемфщен!я 0$ 
послЪдней. 

Во всемъ послфдующемь принимается, что т$ло совер- 
шенно свободно: оно подчинено лишь одному условю — оста- 
ваться себф подобнымъ во все время движенля. 

1. Пусть Я (2, и, 2) центръ инерщи тфла, М=УтЫ— 
масса послфдняго. Точка 5 опредфляется уравнешями: 


1) №, =Утх, Му, = ту, М2, = тг. 


Отнесемь теперь тЪло къ осямъ 2”, у’ и 2”, парал- 
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лельнымь прежнимъ съ началомъ въ точкЪ 5. Между коорди- 
< ! 
натами 9, у, гих”, У’, 2’ существуютъ зависимости: 


2) таит, ууу, Е-+А.. 
Изъ этихъ формулъ вытекаетъ: 
4% =д%"-+дт,, ду =ду"-+ ду, д’=дг" + да. 


Мы разбили такимь образомь возможное перемфщен!е 
тБла на поступательное перемЪщен!е, равное перемфщен1ю 
центра инерци, и на перемБщене вокругъ послЪдняго. 

’Внеся эти значешя въ выражен!е принципа Даламбера, 
найлемъ: 


а’ И Г 1227 4? / [2 Г 
0х У —— У де. у ыы ыы и йй и 
, = + ду, Ут т + д, Ут я + Хт( пн 02 а. ду’ 


ед) да, 5х + ду, хУ+ да, 52+ 


+ 5(Х’дх' + Уду"+ 702"). 
Такъ какъ тфло совершенно свободно, то величины дх,, ду, 


и 02, независять другъ отъ друга и отъ величинъ 0%”, ду", дг". 
Сл$довалельно, полученное уравнен{е распадается на, слфдующия: 


а: ‚/ 2.7 2. 
ини хт ХУ Ут 57. 
( д 


а 1 
3) ( 
"4. .й МТ РИ 
Ут дут /=")- 5(Х'дх"+ Уду'+70г”). 


Первыя три уравкен1я въ силу 1) примутъ сл$дуюций видъ: 


к, _ Й Фу, _ ! у, 1 
А) М -5х, МАУ, М “52 


Это—уравнен1я движения центра инерции. 


О Ротор 


109 = 


П. Изъ формуль 2) слБдуетъ: 
Ута = Ута"-- Мт, Хту = Хту"-+ Му, Утг' = Мтг" + Ма; 
слЪдовательно, въ силу 1): 


и! 


Утх" = Хту" = та" =0, 
откуда 
4) Утде" = Хтду" = Утда"=0. 


Внесемъ теперь въ четвертое изъ уравненй 3) величины 
2) х, у, 2. Эта подстановка даетъ: 


43, у Ч тс ах" а! 
тбл" хтду"-- А Хтда + т да + ду" 
а ее а У ае а 05 + Че ду — 


К 4,2 г" ) ой. 5(Х ду ит У'ду" +70), 


ав 


или въ силу 4) 


’ 13: М 1 2. Вы р 
В) Ут Ча и. ЧУ ду" 4") = ХХ" + Уду'+20#', 


[1 а а 


Это — уравненше принципа Даламбера въ относительномъ 
движен!и тБла вокругъ центра инерщи. | 

ПТ. Раземотримъ дфйствительно происходящее перем?- 
щеше тЪла, характеризуемое величинами 42”, ау" и 42". Это 
перемфщен!е, очевидно, принадлежить къ числу возможныхт. 
Мы въ правЪ, сл$довательно, положить въ формулЪ В): 


де" =ат", ду" =ау", д" = 42", 


ВЪ СИЛУ чего формула эта приметь видъ: 


Ы и ' ‘у’ ' си’ х 7 й ' ' 
хт(' ыы 41" и ау" + Ча ) = ("+ Уау' +742”) 
(А ( (а / 


2 В 


ИЛИ 


ат (96+ | - хе" -- Уду" +2742). 


Введемъ живую силу 2Т тфла, соотв$тствующую отно- 
сительному движению вокругъ центра инерщи. По опред$лен!ю; 


->- 


мАч. А ы 
7-х (№) (= +(“= ): | 


Введя это значеше въ полученное уравненте и интегрируя 
по времени, получимъ: 


й 
С) Т= | 09а" + Уау-+ 2'аг") +Т.. 
`/ | 


Эдфсь Т,— начальное значенше величины Т. 

Уравнешемъ С) выражается такъ называемый принцип 
относительной живой силы. 

ТУ. Намъ извфстно, что однимъ изъ возможныхь пере- 
мфщев!й подобно-измфняемаго тфла является лучистое расши- 
реше. Примемъ центрь инерци 5 за центръ расширения. 
Пусть О — разстояне точки 5 отъ точки (2”, у’, 2”), 08— 
возможное перемфщеше послфдней. Расширеше, о которомъ 
идегъ р$чь, характеризируется тЪмъ, что величина (03 геометри- 


` . 00 
чески равна 00, а отношене т одинаково для всъхъ то- 


чекъ тфла. Аналитически это выражается равенствами: 


7 Пин 
. 


да" ду" 02" — до у 
х у Е о | 
откуда 
5) дд’=Ёх", ду"=ЬУ, да" = г". 


Внеся эти значен]я въ В), получимъь по сокращен!и на 


ДЪть, что 


а" у 8 ” р. _ 4 Е ее ры 
и ТЬМЕ т 


=> Ва 
общий множитель (: 
420’ ау’ Не’. ` - 
Вх 97 (0 = й "т Ро! 1" 2 
ти УР г")- УХ" + Уч" 
Преобразуемъ лЪвую часть этого уравненя. Легко ви- 
аР 
= / м 2” ь 

| (4 = 4, ы а у 

СлЪдовательно, предыдущему уравнен!ю можно дать видъ: 
ах” ау" 42 
1) — Ут - ’+- 7’ = лит 7. 2Г Тит о 
а Е у) (Хе Уу’+й 2”) + 2Т, 


гдЪ снова 2Т— относительная живая сила тЪла. 

Формулу Г) легко истолковать. Для этого замЪтимъ, что 
слагахошйя мгновенной силы, дЪйствующей на точку (2”, у", 2"), 
равны: | 


=—— 


в 9 т 4. т ы 
а? ар’ аЕ` 


Если мы приведемъ эти силы къ центру 5 инерщи, то 


однимъ изъ элементовъь приведения будетт мгновенная пара 
растяжен1я, моменть которой Ш; равенъ: 


ини 
6) Пт "+, 2". | 


Точно также, если приведемъ непрерывныя силы Р(Х’, У", 7") 
къ точкЪ 5, то моментъ Ш непрерывной пары растяжен1я— 
одпого изъ элементовъ приведен1я — будетъ 


1) Часть П, 9 П, \1. 


ыы. 00 = 


7) Ш. — (Хх = Уу’ + 7.2”) и 


ЗамЪтимъ, что [13 и ПП, представляють виалы мгно- 
венныхъ и непрерывныхь силъ относительно центра инерщи. 
Выражеше для /, можно преобразовать. Изъ формулъ 2) 
слЪдуетъ: 

а? _ а 4%’ ау ау, ау’ аг Ч, 42" 


а ош’ а Ш’ а че и 
въ силу чего 


_ ах» 4’) (4. ау” п (4 “ ) „]_ 
п, т[ (+ }1*' + ое а 19 ее 2 ]- 


4 7 77 р Аа р |=’ ` 
С хту" +“ та" + Ут (47-9 Ри 


47% [а п" 
== Утх’ + 2 
[11 [ ` @ (С ( р 


Но, какъ мы видФли, 


хтх" = Хту" = Утг"=0; 


` слЪдовательно, 


& уравнене 1)) перейдетъ въ слфдующее: 


ри, +9, 

т. с., производная по времени момента мановенной пары рас- 

тяженя (вир!ала мгновенныхь силь) отличается отз мо- 

мента непрерывной пары растяжешя (отъ вир!ала непре- 

рывныхь силъ) на величину относительной живой силы. 
Уравнеше 1) можно представить еще въ иномъ видБ. 
Изъ формулы 


ИЗ 


у” +2 


з 
—Ю 


*) Часть И, $ П, \1. 


© 


РО 


— $6 — 


слфдуетъ: д 
‚4 „ ау” „4=” _1 4. р: 

о г Е 

Внеся‘ это значене въ Л), найдемъ: 

ито" = Ха" + "+92 +2Т 


Введемъ снова величину 


П = Уто* 
главнаго полярнаго момента инерции. Если П— начальное зна- 
чене величины ЛД’, ф— линейное расширене т$ла, то 


-^ 


П=ф’П, ы) 


‚} 


въ силу чего уравнене 8) приметъ слВдующай видъ. 


ПЕР (Ха + Ту") +4. 


У. Раземотримъ возможное перемфщене тЗла, заклю- 
чающееся въ элементарномъ вращеши до вокругъ оси #7’. 

Пусть х—разстоявше точки (5”, у", 2") отъ оси 2", А— 
уголъ, образуемый прямой 7 съ осью у’. Перемфщете, о ко- 
торомъ идетъ р$чь, характеризуется формулами: 

д'=0, ду=0, дл=да. 
Но 
у"=усзА, 2"= ЗИ: 

слЪфдовательно, 


Фу" = узи д = — "ба, д" = тездл = у"да. 


Внеся значеня 05”, ду’ и 02" въ В), найдемъ по сок- 
ращен1и на общий множитель да первое изъ уравнешй Е): 


1) Часть И, СП, фору. 7) 


НН 


==. 69 =— 
[т личи == ("7"), 


Е) \ т (аи : 


пая)" Х 27), 


$ 1 2.1! 3.7 ' 
ат (учи) 20" 7-у'Х. 


Второе и третье получаются изъ В) аналогичнымь пу- 
темъ, если мы предположимъ элементарное вращене 04 во- 
вругь оси У", а затЪмъ такое же вращене Фу вокругъ 
оси 2". 

Уравнен1я 4), С), 0") и Е) —основныя уравнен!я дина- 
мики подобно-изм$няемато тфла. При вывод$ ихъ мы сл$до- 
вали ./ас0б *), 

Уравнен!я Е) можно представить въ иномъ видф. При- 
мЪняя къ нимъ тожество: 


| В (и 
ав фиш а 
легко получаемъ: 


45, [12 77 1у 45, И УГ 
В) ее), Ах"), 


45, _ и’ 17! 17 7! 
Е =" У’у"Х,, 


тдЪ | 
> п 42" __ И. 4 ) Мо „ 4%” „42” 
| В) 8, ту а Ей 
у" аж” ‹ 
ыи (2 „ 45 | 
Уи 


Раскроемъ механическое значене величинь 9, 9 и 5,. 
Для этого замВтимъ, что слагазощя’ мгновенной силы, дЬй- 


') Уо|езцитев Бег упали. ШЬ-У. 


Б* 


У ЧС 7 ОДО ТРЕРИЕЕИАЕВИЕ ЕО ИАИНЫЕ 1 УИИИ —РЕЕЕН КЯ О рене е 


‘ 


ствующей на точку (2", у", 2’), равны соотвфтственно 


а а’ а 
= —. 
д Тата 


Если мы приведемъ эти силы къ центру инерщи— началу 
координать 2", у", 2"—то однимь изъ элементовъ приведеня 
будетъ пара вращения (((.)), причемъ слагающе №, №,, №, 
момента пары даются формулами '): 


| `@ 4 
Но 
а, у щЧи а в, 
& & Ри Шар Ш 4’ 
слЪдовалельно, 


ту" — Пути — хт(у' а а" %`). 


Но, по нредположен!о, 


Ут" = Ута" = 0, 
откуда 


„ 2" "4 № 


Точно также найдемъ: 


№, =5,, №=5.. 


1) Часть П, 6 И, \1. 
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Итакъ величины 5,, 5, и 5, представляють слиаюцие 
параллельно неподвижным осямь координать момента млно- 
венной пары вращеная, однозо из элементовь приведеня муно- 
венныхь силб кь центру инерщи. 


$ П. Преобразован1е основныхъ уравнений. 


ЗдЪсь мы займемся преобразованемъ основныхъ уравне- 
ый къ главнымъ осямъ инерщи тЪла. 
Примемъ эти прямыя за оси координатъ 5, у, 2. Сзты 


угловъ, образуемыхъ новыми осями съ прежними, указываются 
таблицей: 


8 
> 
® 


} |= а | а, | а, 
Пи |ь | Ь, 
и [4 


Вспомомительныя формулы. Величины а;, 9;, с; &=1,3, 3) 
удовлетворяютъ изв$стнымъ соотношенямъ: 


[с [1,4, + В.В, +с,с, =0, 
2) а, ° +6, +6, °=1, 3) аа, +, +с,с, =0, 
а, "+В, "+6, *—=1, [пла + час 0, 


Откуда слЪдуетъ: 
а, =5,с, —®,с,, ‚ =С,а, —сС,а,, с, =а, 0, —а,Ъ,, 
4) а, = о, с, — В, с, Ь, = с, а, —С, а,, с, =а,5, —@, б,, 
| а, =6,с, —6,с,, 6, =. 6, =а,6,—а,6. 


За доказательствами этихъ 


: формулъ отсылаю къ изв ст- 
ному сочинению Галб °). 


1) Гесопз зпг 1е5 соотоппебз спгу 1 щез. Стр. 4. 


не ПИЛИ ЕР ООН 


— 1® — 


Положимъ, вромё того, для краткости. 


Возьмемъ производную по времени первой изъ формулъ 
2) и третьей изъ формулъ 3). 


Это даетъ намъ: 


аа 
а, = +8, ТЯ = 
аа, ав, 
О 


въ силу второй изъ формулъ 5). Умножимъ теперь эти урав- 
неня и посл$днее изъ 5) сначала на а,, а, и а,, зат5мъ на 
В, В, иб, и наконець нас, с, и с, соотвфтственно. Скла- 
дывая каждый разъ произведеня, найдемъ въ силу 2) и 3} 
первую строчку системы 6): 


Ча, с, 
[ и а, 4, 208 5,4, =С,7 6,4, 
6) Ча . 45, с 
| о БЕ о, Е. 1 —6р— ст, 
аа; _ о 
| -2=4,9— а, “= 9— В, +; —6.9— 6,2, 


остальныя уравненя которой получаются 


аналогичнымь пу- 
темъ. 
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Выраженая координать 1’, У" и 2". Связь между преж- 
ними и новыми координатами выражается при помощи фор- 
муль: 


, . 1! 
т'=ащ-+а,у-+а,2, х=ал +в у" -+с,2 , 

! 1! т 

7) 7) у=ьж+Ьучь, га, ужа," +В," + с,2", 


! ! 
И =сж+с,у-+с,2. а=а, 1" +В, у" +с,г". 


Такъ какъ началомъ координатъ 2, у, 2 служитъ центръ 
инерщи, а оси совпадаютъ съ главными осями инерщи, то 
имфють место уравненя 


8) Утх= ХУту = Уте = Утуг = Утах = Хтлу=0, 
Введемъ главные моменты инерщи тфла: 
9) Р=Ут(у*+2*), 9'= Ут" +4), В= Ут -+У)). 


Если Р, О и П—ихь начальныя значен1я, ф— линейное 
расширен!е тЪла, то, какъ мы знаемъ, (Часть П, форм. В): 


10) Р=ф'Р, 9=ф'0, Е=ф’Е. 


[0 т п 

Выражензя для т, = и “.. Въ формулахь 7) ве- 
личины ‘а;, 6;, с; (&=1, 2, 3), опредЪляюция положене новой 
системы осей относительно прежней, зависить отъ времени. 
Что же касается величинъ 7, у и 2, то онф также зависятъ 
отъ времени, но эта зависимость спещальнаго характера, выте- 
кающая изъ того, что тзло должно оставаться полобнымъ са- 
мому себЪ во все время движен1я. 

Пусть о— разетояше точки (7,7, 2) оть центра инерщи, 
я ри у—с5ы угловъ, образуемыхъ прямой о съ главными 
осями инерции х, 9, 2. Изъ опред$ленля тЪла ‘слфдуетъ, что 
величины &, Ви у не изм$няются во временемт. 


СлЪдовалельно, формулы: 


2=00, у=ор, 8=оу, 


о оно ИОВА 


ВХ: 


— № = 
дадуть: 
ив 
ар аа № 
Но, если 


11) э= 


1 
фа 


а 


=—- 


— скорость лучистаго расширеня въ моментъ #, то 


а 
(1 


Вставляя эти значев1я въ выраженя 


демъ: 


ИЛИ 


А от, (Часть 1, $ П, форм. С). 


ау 42 


т 
Тре’ ар" НАЙ- 


ЧЕ 
ор, рт 10у 
[ 
42 
19, а 72 


Въ этихъ формулахъ величина у одинакова для веЪхъ 
точекъ (7, у, 2) и зависить только отъ времени. 


Продифференцируемь теперь формулы 7) по времени. 
Принимая въ соображеня формулы 12), найдемъ: 


47 
ИТ Е Е 


ау" 46, 4$, 


Ча, 


= у +2 


13) 1 # а рт. 


п 


(И ЧС, (7 
о де у 
| (( |7 у Г 


а 
=а у — +2 


Ча, 


= +7 (&2+а,у+4,2), 


(И 


и = (6 6,9-6,2), 


ЧС. 


= +7 (с %+с,у+с,2), 
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или въ силу тфхъ же формулъ 7) 


Е Ча, 4а, Ча, " 
И 2—5 
Е Ут т, ь 
13) „4 40 Ч пу 
а ба 9 а “7 
2" с Г [Я с (7 
Е =, Уж +2 +72. 


Ёъ этимъ формуламъ нужно присоединить т%, которыя 
получаются по дифференцирован!и формулъ 2): 


аа 4 Чс. 
а, +6, +6, а ==. 


Умножимь формулы 12) сначала на а, 6, с, затфмъ 
на а,, 09,, с, и наконецъ на а,, 6,, с, соотвфтственно. Скла- 


дывая каждый разъ произведен!я и принимая въ соображение 
формулы 14), 7) и 5), получимъ: 


ах!" ау" 42" 
а—-+ь —— — =08— 
1 ЧЁ + с, аЕ 42 ту + 7х, 


ах" ау" 42" 
15) а, =. 5, ее, в =72— 12+ 79, 


ат" Ь ау" 42" 


а, 9-5, ши +“ п =РУ—42+ тг. 


_ Механическое значеше величин р, Ч ит. ЛЪвыя части 
формуль 13) или 13’) представляютъ слагаюцйя м, м,, у, 
параллельно осямъ 2’, у” иг” скорости уч, которой облалаетъ 
въ моментъ $ точка (2, У", 2") въ относительномъ движен{и 


—. & — 


тфла вокругъ центра инерщи. Разлагая У параллельно осямъ. 


т, у, 2 на слагаюцщ!я у», Уу У;, имЪемъ: 
Уз = а, ВМ, С, \,, 


Му =а,\, +6, + с, 


273) ` 


У: =а, м, 6, У, + С,У,, 


вакъ это видно изъ таблицы 1). Въ силу 15) эти формулы 
примуть слБдующ видъ: 


У. =02—ту+д=^, +, 
Му =72—ре-+ту= и, + и.. 


2 =2)/—49%+72=\, + У,, 
гДЪ 


А, =42—ту, м, =75— г, у, =РУ—95, 


Х, =, м. =ту, ‚ =. 


Эти формулы показывалтьъ, что скорость у точки (2,4, г) 
есть геометрическая сумма двухъ скоростей: у’ (^,, и чо и и 
У" (^,, ш,, ч,). Изъ выражешй слатающихь @,, 
и 


ЭдЪсь о-— разстояне точки (7, у,2) отъ центра инерции. 
Эти уравнешя показываютьъ, что скорость у" направлена по 
прямой о. Кром того, изъ выраженя скорости у” сл$дуетъ, 
что ею точка #2, 9, # обязана, лучистому расширен1ю со ско- 
ростью я вокругь центра инерции. 

Предыдущя значен1я слатающихь Л, м, \,, скороети 
у’ показываютъ, что скорость У” равна "нулю ВЪ ТОЧКахЪ 
прямой: 


ры наи 


Эта ‘прямая ‘проходить чрезъ центръ инерщши и обра- 
зуетъ съ’ осями координать углы &, В, У, опредфляемые фор- 
мулами: 


ры 
р 4 т утчрчи 


Далфе значешя ^,, 4, и %, даютъ: 
5+ м у-ме= Ар ца уг =0, 


щи м = (42—7)*+ (72 —р2)* + (ру—42)"= 
= (р'+ 49° 17°) (2+ у’ 2“) —(рх-чу+7г) ы 


Первая строчка показываетъ, что скороеть У’ перпенди- 
куларна къ плоскости, проходящей чрезъ точку (2, у, 2) и 
прямую 4). Преобразуемъ третью формулу. 

Пусть снова о—разстояе точки (2, у, 2) отъ центра 


инерщи, — уголь ‘между о и прямой . По извЪстной фор- 
мулЪ 


НЫ у 2 
сё =? сва+ 9 38 — -с87, 
о о о 


или, полагая: 
рег =о,, 


рх-+ау 72 


68$ = й 
о® 


въ силу предыдущихь значенй с30, сз и су. Сл$довательно, 
формула для /* приметъ видъ: 
73 з 3 р 3 2 
У =0 © —0 62 6$ Е, 
откуда 
у’ = 06281: = 624, 


если 4—разстоян1е точки (5, у, 2) отъь прамой а. Изъ этой 
формулы, а также изъ сказаннаго выше о направлен ско- 
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рости У, видно, что величины 7, 9 и  представляють сла- 
тающя параллельно осямъ 5, у и 2 угловой скорости > вра- 


щен!я вокругъ прямой @ °). 
Преобразоване основныть уравненй. Теперь мы можемъ 


. . | 
перейти къ преобразованию уравнен!й 4), С), 0") и Е). Для 
удобства ссылокъ мы ихъ снова перепишемъ: 


Ам ть 5х, Миху МА - 97. 


` п И. ни 
от | #2 (у +2) +т,. 
ь 


В) 25 (Ха + Ру" +27) +41. 


и „2% : а? Ш , 
Ут УЕ —2" С ) = ("7 — У, 


„а 42. , 
Ут ( 2" ан —х" ит } = 5(2"Х—' 7), 


| та" у) УХ. 


Въ этихъ формулахь М-—масса тфла, 2, У,, 2. —к0ор- 
динаты центра инерци, т— масса точки (7”, у”, 2"), на кото- 
рую дЪйствуетъ непрерывная сила Р’(Х', У’, 7'). Кром% 
того, П— начальное зпачен!е главнаго полярнаго момента инер- 


ци, 27—живая сила тфла въ относительномъ движенш во-. 


кругъ центра инерци, ф— линейное расширене. 


Разложимъ силу Р параллельно осямъ #4, 9, 2 на сла- 
гающия Х, Уий. Между величинами Х'’, У' ий’, Х, Уий 


) Ср. услеЙ. Тпеоме 4ег Веуебии ций ег Кгайе. 1379. &. Т, стр. 


273—274; или ЛатеМюр. Уотезитией ВЪег таНета вене Риуз к. Меспалйх. 


1576, стр. 45—49. 


езневе 


—= 971 — 
имфются зависимости: 


[Х-а,Х-+а,У+а,2,Х-аХ +В 7+7, 
16 1Г = Х-+6, 7+6,2,1=а,Х +6, У'+с,7', 
= Хе. У+с, 7,6 =аХ' + И чей. 
вакъ это видно изъ таблицы 1). 


Внеся эти значеня въ 4), получимъ: 


Ма, УХ +а УУ-+а, 52, 


4.) } мт В, 5Х+. 57+, 52, 
42 
М =, Хе, У-+с, 57. 


Теперь преобразуемъ выражене 


+ у у а ри" 
съ подстановкой значен!й 16) въ сл$дующее 


у ! 
ха аи + с 
у [ (а, ит т [1 ме. (а вы 


4" ау" 42") _ 
+2(а в, +6, Е +6, =) = 
=7(Х-+ Уу-+ 22) +р(4й—г7)+4(#2Х—27) ++(=У—уХ), 


въ силу формуле 15). 


Сл» довательно, формула С) приметь слфдующйй видъ: 


ь 
с)т-Т -| '‘ах(Хе+ Ту+ 7) +| ‚ра (у#—2Т)+ 


0 


+ | а@У(еХ—<7) + | эизеу —9Х). 
ыы | 


0 


Изъ формулъ 7) и 16) легко получаемъ въ ситу`2) и 3): 
\ 
ХУ + И" = Ху Ту+ йа, 
въ справедливости которой можно удостов5рится непосред- 
ственно. Въ самомъ дфлЪ, обЪ части этой формулы представ- 
ляютъ геометрическое произведеше Росз (Р, 0) силы Р и раз- 


стоян1я о отъ центра инерци ТОЧЕИ приложеня силы Р. 


Въ силу этой формулы можно написать: 
‚0 | 
р.) =25(Хз-+ Гу-+ 22) +4Т. 


Намъ остается преобразовать систему уравленй Е). 


Ихъ можно, какъ мы видЪли, зам$нить слфдующими: 


Е) ху 2" гу) “*- хит" Х), 
ГД 
А 2" 19’ па’ 
Е, ) 5, = ту Е бета 


па” 4’ 
5 = т ау 
ж; & УЗ 


Внесемъ въ в части уразнетй Ё) выражен!я 7) 
и 16) величинъ 5”, ‚ Х, Уи. 


К. 
и не 


—Я 0. — 
Замфтимъ предварительне, что величину 


"2—2 = (6, 5+ В, у-+ 5,2) (с, Х+с,У+с,2)— 
—(с5+ с.у-+с,2) (6, Х+6, У+6,7) = (7У—9Х)($,с,—6,6,) + 
+ (@Х—22) 6,6, —6,0,) + (98—27) 6,6, —Ф,с,) 


можно ‘въ силу формулъ 4) представить въ такомъ видф: 


у"2'—2"У'= а, (вУ—уХ) а, (гХ—й) +а (у—27). 


Точно также найдемъ: 


2"Х—'7' =, (У -уХ)-+ В. (2Х—17)-+6,(47—2У), 


2" У—у’Х' = с, (У—у7) + с,(2Х-—7) + с, (уй—2 У). 


СлЪдовательно, указанная подстановка дастъ: 
0,522) +1, 5(Х—27) +0, МеТ-уХ), 
т =9, (у2— у) ре +8, (%У—уХ), 


ы =с, Зуй их У( е7—9х). 


’Умножимъ эти уравненя сначала на а, 6,, с,, затЪмъ 
на а,, 6,, с, и наконець на, а, 6 
дывая каждый разъ п 
и 3), 


к: ©. соотвфтственно. Скла- 


роизведеия и пользуясь формулами 2) 
получимъ уравнения: 


25 ИУ 
14 С и 7 «2у) 


4$, 
а, рт + в, + с. а Х(гХ—7), 


из 45, у _ 
‘ао @У-УХ), 
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которыя можно представить еще въ слфдующемь вид: 


а аа, ((@ ре 
о 9+ +8. ы р.5, а +202—27). 


Ча, з з Г 
Е”) 1 о (5, +5,5, + с,5,) = быв ех 17, 


4 


= (1,9, +1,5, + с,5,) = 8,6 5 8 —+5(57—уХ), 


34 \' 


Перейдемъ къ опредфленио величинъ 9, 5, и $,._ Изъ. 
формулъ 13’) сл$дуетъ: 


= (6, 5+, У-, 2) = ы + ие з 5) 


Рбачеучнев (2 + уг 


откуда 


42" 


Ин 2 = Ах*-+ Ву*-+ (2* + Рху + Вуг + Рог, 


гд$ коэффищенты 4, Г, С, 0, Еи Е опредЪленнымъ обра-` 
зомъ зависять отъ 0, с; (:=1, 2, 3) и ихь производныхъ. 


по времени. 
СлЪдовательно, 


 хт(у Ч и > у )- АУтх'-- ВУту'+ СУтг*- ОУтау 
+ ЕХтуг + ЕХтгх, 
или въ силу формуль 8&): 


5, = АУтх' + ВУту+СУта". 


О 


Изъ формулы @) 


4 
А 


1 Е? 


г бы 
легко находимъ: 


@с. 4. 4с 4 
т 


Но формулы 6) даютъ: 


4, 


А=ь 20 ные —, =, (7—6) —с, (6, 7—6, 4) (в, с, — с, } ея 


4 `@ 


+ 9(6, С, —6,5,) =а,(+а,т, 


въ силу формулъ 4). Точно также найдемъ: 


с 4 
В=ь-—с,-“=ат-+ар, 


Зо 
4 


[([9 
С= 6, —6-—:=ар-+а,4. 


СлФдовательно, . 


5, = (@,9-+ а, т) Утх* + (ата, р) Уту*-+ (и р-+а,а)Хтг= 


=. р5т(у’-+2*) 


+ 4,4 (2*+1°) +а,тУт(х*-+ у»), 


или, введя главные моменты инерщи Р’, @', Е (форм. 9), по- 
лучимъ первое изъ уравневй 17): 


| 5. —а, РР +а,40'+а,7В. 
17) 5, =В ФР +В, 90' +6, В', 


| $, =срР'+с,40'+ет В. 


Остальныя получаются такимъ образомъ. 


Умножимь эти сравнен{я сначала на а, 6,, с,, затмъ 
па @,, ,, с, и наконець на а, в, в,. Складывая каждый 


разъ произведеня и п 
найдемъ: 


ринимая во вниман!е формулы 2) и 3), 


6 
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( а, $, 8.5, +65, =рР 
18) ] а, 5, +5, + с, К —=40, 
0,5, 5 ,5, + С, 5, = 


У 2 
тъ, зто величины рР’, 99, ХЕ 


ти формулы показывало | 
и пнерщи момента, 


Суть слатающие параллельно тлавчымъ осямЪ 


мгновенной пары вращения. о 

Умножимь теперь т8 же уравнемя 17) в на 
44. 4, 4, Ча, @, 4 1 паконець на 9 
т в а затзмъ на р Ш Ц 4 
т, С соотвтетвенно. Складывая каждый разъ результаты 
и пользуясь формулами 2), 3) и 5), легко найдемъ: 


с 94, 4, 4: (бут 
Защ + 5, + 8: аЕ (6 Ва’, 


о, 44 (в 
19) бе Вещь + Зе (В Р')тр, 


а, _ с 46: с; (р 
5, Е 8: + 5: (= (Р 9) 29. 


Сл#довательно, уравненя Е") въ силу 18) и 19) при- 
муть слёдующй видъ: 


<(Р)-@—В)+ 52—27), 
Е) | 309-(И—Р)»+ 56—27), 
(В) -(Р-—@) 9+ УФ У—УХ). 


Это искомыя уравнен!я. Аналогя между ними и извЪет- 
ными уравнен!ями Эйлера бросается въ глаза. Тавимъ обра- 
зомъ доказана для подобно-изм$няемаго тзла справедливость 
замфчан!я, сдБланнаго Лагранжемъ ‘), по которому три Эйле- 


1) Месатаще Апа!уйате. 1855, $. П, Ргаетеп(з, р. 376. 


О Ве а 


— 83 — 


ровыхъ уравнен!я вращеня твердаго тфла сохраняютъ свой 
вадъ для всякаго изм$няемаго тфла. Общее доказательство 
этого предложен!я дано недавно У088’0мъ '). 

Движене тфла будеть вполн извфстно, если намъ бу- 
дутъ извЪетны въ функщи оть времени координаты 2,, У, и 
2, центра инерщи; величины 4;, $,, с; (2=1, 2, 3), опред$- 
ляющ!я положене главныхъ осей инерции 2, у, 2 относительно 
неподвижныхь осей 7, У, 2, и линейное расширеше ф. 

Величины 2,, у, и 2, будуть найдены помощью уравне- 
вй 4) или 4,), а изъ уравнемй С,), 0’), Е.) опред$лятея 
величины 7, р, 4, Ги ф, если изъ этихъ уравненй по фор- 
муламт 9) будуть исключены главные моменты инерци Р, 
©' и П'. Величины а,, 6,, с; наконецъ мы опредфлимъ изъ 9 
уравнений 2), 3) и 5). 

Въ слБдующихь параграфахъ будуть изелфдованы н%ко- 
торые частные случаи движен1я подобно-изм$няемаго тфла. 


$ Ш. Задача Рошзо$. 


Здесь мы разсмотримъ тотъ случай, когда непрерывныя 
силы Р отсутствуютъ. 

Въ данномъ случаф, какъ величины Х’, У’и й', тавъ и 
величины Х, Уи равны нулю. Сл$довательно, основныя 
уравнешя теперь имфють слфдующйй видъ: 


4%, 4, 42, 
4,) 4 0, 0, =0, 


с) Т-Т, В) ТЕР ат, 


8) “ай - ФВ 9 ур роды, 


Кром того, уравневя Е,) будуть: 


“5, _ 
 _ 


45, _ с 45, 
0, — шие 


Е, ) Га 


= 0. 


1) Маетайзене Аппаеп. 1386 г., $. 27, стр. 569—574. 
6* 


РНЕ ЗОНИЕЕНЕНО О ННЕОИРИОЕО Е НЕНИИИНЕИИОЕОНЕНИ РТ 2 ПРЕ порстоосвинани 


— 84 — 


Уравнен!я 4,) дают»: 


— д = 1+” 
=тёчт, УРТИНТЬ № орды 
откуда 
—п _®— _^— 


2, ть т, 


т.е центре инерщйи двиосеня равноморно по прямой линби, 


Изь С.) и Г’, слёдуеть: 


откуда 
По=3 ТРАВ, 

тд А п В- произвольныя постоянныя. Если начнемъ счетъ 

времени съ того момента, когда ф=1, то 


В=П; 


слфдовательно, 


а) Пр*=ТР+ 4+1. 


Итакъ хвадрать линейнаю расширешя есть квадратич- 
ная функцая оть времени. | 

Перейдемъ къ уравненямъ А”). Умножая ихъ сначала, 
на Ру, 04, В’, а затфмъ ва р, 4, 7, вайдемъ: 
‚0 В 


[ ‚„.(”) _ 
|? а м 


4(Р'р) 4.(0'4) 4.(В'’) 
р. —е* о 
Е а. 


Первое изъ этихъ уравнешй можно интегрировать, что 
дастъ: 


Р"р’-+0"9'- Е" = 4, е 


тд$ С — постоянная величина. Если мы внесемъ въ это урав- 


. / ие 
нее значеня 10) (8 П) величинь Р, ©’, Е, то оно при- 
меть видъ: 


2) Рр+ее +В" : | 


Здесь величины Р Фи В-—тлавные моменты инерщи 
т$ла въ моментъ: #=0— постоянны. Между ними и величиной 
П существуеть зависимость. С 

ДЪйствительно, если 5°, у’, 2’—начальныя значенйя ко- 
ординатъ 2, у, 2, то, по опред$лен!ю, 


Р= Хт(у”" +2"), 9=5т(г* +5”), В=5т(" +”), 


П=5т(2"+у”"-+2”°), 
откуда 
2П=Р+0-+Е. 


Перейдемъ ко второму изъ уравненй 1). Произведя ука- 
занныя дфйствя, получимъ: 


ар 44 Чу ар! 40’ ав! 
Ре ‚ „44 Ву“ 342 34% 2 _ 
Ра Чи ВИ," -0 


Внеся значешя: Р'=Ро’, 0'=0.ф* В = В.ф*, найдемъ: 


Ве д р] ро рн 
$ [1 + 94 [11 + № = ыы 2: (Рр + 94° + Ви*) =0 
ИЛИ 


4р 4 4: 
- Р2-+0.90Ч 9 
р в+® 24 ты В. ыы аф 


бе 9% 


Это уравнеше интегрируется при помощи логариемовъ. 
Переходя отъ логариомовъ къ числамъ, получаемъ: 


й,. 


3 


3) Рр*-+ 04*+ В" = 


Пк ть. ЗПИПИИНИЛИИИИ НИИ ИВ оо 
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гдз @ — новая постоянная величина. 


г 4) Р<9<В 


Изь уравненй 2) и 3) легко найдемъ: 
РВ. *<6.* <Вв.'; 


мы виравф, слёдовательно, положить: 


5) С, '_Ра,'=В', ВС, ——@, ‘=С“. 


Рьшая уравнешя 2) и 3) относительно р’ иг", найдемъ 
въ силу 5): 
(:— ) 3.„4 В— ) 
Р’(Е—Р)= ег 9) 
*__ 3-74 —Р 
Вв-р- ЧР 


6) 


Внесемъ эти значеня во второе изъ уравнений Е). Если 
выфсто Р, О’, В подставимъ ихъ значешя 10) ($ П), то по- 
лучимъ: 

4(99°) _ 1 УС" Ч [В 99 9Ы— } 
& ф’` О.УРВ 


Положимъ въ этомъ уравнении: 
2 
Тогда оно приметъ видъ: 


а И. 38 4 
У[С—9 (8—9. [В—00—Р) а] ОУРВ$' 
ИЛИ, полагая ДЛЯ краткости: 
8) че а ", ыы = м :, 
44, ВОС а 


У.) 1—4) ФУРЕФ 


/ 
‚ .- „ 
#7 
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Пусть . : 
д 


Полагая въ полученномъ А 


9) ии" ОВ. (8): 10) ла, =, 


найдемъ посл простыхъ перед$локъ: 


4% (УР @ 
Уп а—ю=) УРОЕ $’ 
откуда 
11) | 4% =! ты, 
0" (1—2?) (1—#*") `УРОВ. 


гдф &- новая постоянная произвольная. 
Положимь для краткости: 


ОЕ й и 


12) УРОВ 


Изъ вида ©) функци ф’ сл$дуетъ, что величина % вы- 
ражается чрезъ логариемъ или чрезъ а7сё9. 
Изъ 11) слБдуетъ: 
д= пати; 


слЪдовательно, въ силу и - 7) и 9): 
[1 = 57. ИТИ 
или на основани 8), 
В 51. пи 


8) 1=УЮ-в 9 


Ветавляя это значеше въ формулы 6), найдемъ: 
‚_В—Ор: 
Ус-2 тЫ ОВ ‘ати 
9"УР(Е—Р) 


р= 


О ООО ОНО 
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ВУ1—гати 


"ФУР ' 


или въ силу формулы 10): 


} р= С ап.атни 
ПРП $ 


3 


4) > В с5.ати 
УВ. (ВР) 9 


Мы видимъ, что величивы р, 4 иг выражаются чрезъ 
эллиптическ!я фунецш величины и, опредфляемой формулой 12). 
Если бъ имфло м$фсто неравенетво: 


< и, 


то, какъ легко видфть, уравнешя 12), 4), У) ид) вохра- 
нили бы свой видъ; измнились бы лишь постоянные воэффи- 
щенты, въ нихъ входящие. 
Наконецъ, если 
А=и, 


то уравнеше 11) приметь видъ: 


йе 42 _ (У(0—Р ки 
01—52 УРОЕ „Ф 2 ? 
откуда 


слЪдовательно, 


ОпредЪлая, какъ и выше, величины р, 4 и т, легко найдемзъ: 


о. 
700—Р’ $’ ’ 


—- 89: =. 


р С 1 
7’ РУРЕЕР "Он, 
Е: Е . 


УВ(В-Р) Ф’С.и‘ 


Такимъ образомъ въ этомъ частномъ слузаБ величины 
р, Ч, т выражаются чрезъ гиперболичесвя функши отъ и. 


Чтобы покончить съ вопросомъ объ опредфлен1и величинъ 
р, Ч и т, намъ остается выразить услове 


=> 


з 
Же- 
<. ' 


чрезъ постоянныя Р, ©, В, 4 ис. 
Изъ формулъ 8) слфдуетъ: 


^и:_9(@9-Р) 98-9] _ 9[0(С*- В) —РС—ВВ 
2 В* т... ве: 


Но формулы 5) даютьъ: 
С*-+ В*=<.*Е—Р), ВВ:+ РО*— т (В—Р), 


въ силу чего 


-з ‚ _0(Е—Р) уз уз 
^—и —^ св: (90, С 


Мы видимъ, чтб услове и эквивалентно условю: 


Для окончательнаго рфшен!я задачи Ро150# вужно опре- 
дфлить величины а, 5;, с; (#=1,2,3), опредвляющя положе- 
не осей инерщи 2, у, 2 тЬла относительно неподвижныхъ 
осей координатъ. Но предварительно укажемъ вЪкоторыя гео- 


метрическля и механическ1я особенности разсматриваемаго 
движения. 
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Даля этого обратимся къ уравненямъ 2) и 3): 


3,2 2.2 а, * 
2) Р'’+0'0 +В" =, 


й 0 
3) Р’+0-+ № о 


Если мы снова введемъ величины 


Р-Р’, 9-04", В-В9' ($ И, фори. 19), 


то наши уравненя примутъ видъ: 
2') Р'’р+0“а'+ В" = 
3) фР’+ 0+8) =6,". 


Мы видфли ($ П), что величины Ру, 04 и Ет равны 
слагающимъ параллельно осямъ инерци мгновенной пары вра- 
щеня ((,). 

Уравнеше 2’) показываеть, слфдовательно, что моменте 


С. посльдней не измюняется и равень а. 

Пуеть © скорость вращеня, слагаюция которой равны 
р Чи !. 

Если $— уголь, образуемый направлетями © и АЕ 
какъ легко видЪть, множитель при Ф* въ лфвой части урав- 
нен!я 3’) представляеть геометрическое произведене (7 068 
величинъ (1, и 0. 

Но моментъ С. не изм$няется; слёдовательно, проекиая узло- 
в0 скорости на направлеше оси момента мановенной пары 
вращене измюняется обратно пропорионально квадрату ли- 


нейналю расширеная тльла. 
Построимъ въ моментъ # центральный эллипсоидъ. 


Р-+0у'-+В2’=Н 
въ его начальной фаз». ЗдЪсь Н—постоянная величина“ Пусть 


о—радусъ эллипсоида, служалий осью вращеня с2(р, а, 7"), 
@, В, У — косинусы угловъ, образуемыхь прямой О съ глав- 
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ными осями инерщи 5, у, 2. По предположен!ю, 
р _4 Ц 


&=-, ‚ у=-. 
[^) [п] [п] 


Но, если х, у, 2—координаты конца лини 0, то 


слЪфдовательно, 


Внесемъ эти значеня въ уравнешя 2) и 3). Это даетъ 


Р'т' +0’ +В: "== (1. м 
=) 


и вуз 6 _ 
Ри-+0у’+ 82 =4, а" 


въ силу уравнен1я эллипсоида, 

Но, если К—длина перпендикуляра, опущеннаго изъ цен- 
тра инерщи на плоскость, касательную ЕЪ эллинеоиду въ точ- 
Е (2, У, 2), то по извЪстной формуль 

1 Р''-+ 01+ В С з о С. 
—_—————— 


к и Шир 


въ силу послёднихь уравнений. 


Итакьъ разстояще # центра инерции оть плоскости, ка- 
сательной кз центральному эллипсоиду в5 точкь пересьченя 
посльдняю сз осью вращеня, остается неизмъннымь во все 
время движеная. 

Мы нашли такимъ образомъ снова всЪ важнЪйше ре- 
зультаты второй части настоящаго труда. Замбтимъ въ заклю- 
чене, что ирямыя мода, служащия посльдовательными осями 


скорости 6, суть производящя конуса втораю по- 
радка: 


— 92 — 


Р'В‘ в," 
Ре-+0у-+В= а," 


уравнене котораго получается изъ уравнен!й 5) по раздфле- 
ши перваго изъ нахъ на второе. 
Этотз. конусз обращается в5.двъ плоскости: 


В2`(В—9) =Рг'(9-—Р), 
если 
4 *=96.*. 


Это слФдуетъ также изъ формулъ у) н д°), которыя им$- 
ютъ мфето въ этомъ случа$. 

Перейдемъ къ опредфленю величинъ а,, 6,, с;. Для этого 
обратимся къ систем уравненй Е). 

Изъ нихъ слфдуетъ, что величины 5, 5, и 5, не зави- 
сятъ отъ времени. Но эти величины равны слатающимъ мо- 
мента С, мгновенной пары вращен!я параллельно неподвиж- 
нымъ осямъ координатъ. Отсюда мы прежде всего заключаемъ: 


5. ‘+5, ' +5, *=@*, 


& также что момениз (', сохраняет не только свою величи- 
ну, но и направлене. 

Для опредфлешя 9 величинъ а, 5; ис; у насъ есть 6 
уравнени 2) и 3) $ Пи 3 уравненя 17) того же параграфа, 
которыя могутъ быть представлены въ такомъ видЪ: 


Е. =аРр-+а,0а-+а, Ви, 
17') ВР + , 04+ , Ву, 
ис. Рр-- с, 9а- с, Вх. 
Изъ этихъ уравневйй слвдуетъ: 


5, *+5,'-5,' 


ря = Р'р*+0'4*-+ В*», = 7 р 


> 


О. 


въ силу уравнешя 2). Отсюда снова получаемъ: 
з з з з 
5,'+5,*+ 8, =. *. 


Такъ какъ входящя въ 17’) величины р, 4, гиф извфст- 
ны, то опредфлеше величин 4, в; и с; есть лишь вопросъ 
алгебрическихь передфлокъ. Для случая твердаго тфла. когла 
въ лЬвыя части уравнешй 17’) величина ф не входитъ, 
вопросъ этозь рЪшенъ. Не желая напрасно увеличивать объ- 
емъ своего труда; я отсылаю читателя къ сочинемямъ по ме- 
ханикВ твердаго тфла ‘). 


$ ГУ. Движене свободнаго тфла подъ дъйстнемъ непрерыв- 
НЫХЪ СИЛЪ. 


Интегрировав!е основныхь уравнен!й динамики подобно- 
изм няемато тфла возможно лишь въ нЪФкоторыхъ частныхъ 
случаяхъ. ОдинЪ изъ нихъ мы только что изслфдовали. ЗдЪсь 
мы разсмотримъ еще два другихъ случая. 


Случай свободна тяжела тльла. Сохранимъ всЪф обозна- 
зов1я предылущаго параграфа. Пусть д—ускорен!е силы тяже- 
сти. Если т— масса точки (2, Ч, 2) тЪ2а, то сила Р, дЬй- 
ствующая на точку, равна 7. Пусть слагающя параллельно 


неподвижнымь осямъ координать ускореня д равны 9, 9, и 
9». Въ тажомъ случа» 


Х =ту, У = тд, й'=тц,, 


Хх =а,тд, +5, тд, + с,1тд,, 
Т=а,ту, +5,тд, + с,тд,, 
й=а,тд, +9, т0, + с,тд,, 


кавъ это слЪдуетъ изъ формуль 16) $ И. 


1) Кас! 1. ©. стр. 67—68 и стр. 43—44. 
Бейе 1. с. в. И, стр. 441—449. 
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Эти формулы даютъ: 
| УХ = М(а, 9, +6,9. +с,9,) ] 
ВР = М(а,9, +5,9, + с,4,) Мр— масса тЪлг; 
| 57=М(а, 9, +6,9, +6 9,) 
У(Хз-+ Уу+ 22 = (@,9, +1, 7, +с,9,)9т5 + 
+ (@,9, 5,9, +, 4, )Уту- (а, 9, +5, 9, +с,9,) тг. 


5(уй—2т) — (а, 9, +5, 9, +6,9,)Уту— (а, 4, +6, 9, +с,9;) та, 


5(2Х—2) = (@,9, +0,9, +6, 9,)Хтг— (а, 9, +%,9, + 69, ) т, 


хех) -(@,9, +69, +6.4,)Хтя—(@,9, +69, +6.) ту, 


Но началомъ координатъ 2, У, 2 Служитъ центръ инер- 
ци, сл5довательно: 
Утх = Уту= Утё=о, 
откуда 
2) У(Хд-+ Ту+ #2) = 5 (4й—гУ)= Х(2Х-5й) = (5 у—уХ) =0. 


Кром того, если у 
а,, а,, затЪыъ на В, Ь,, В, и наконець на С, ©,, 6 соотвЪт- 


ственно, то, складывая каждый разъ произведен1я, найдемъ въ 
силу соотношенй 2 и 3 $ П между величинами @;, 6;, С; 


а. УХ+а, уча, 57 =М9,, 
3) „УХ +5, Уу+8, 56 =М4,, 
[ схх+е. уче, 52 = Ма, 


Основныя уравнешя 4,). С,), ,), Е.) и В будутъ, 


слЪдовательпо: 
4, а*у 22 
А.) пря ‘ар 79 ав 


1 


множимъ формулы 1) сначала на а,, 


они НИ... 


С) Т-Т,; 2.) ат, 


@Р) ‚ 
ГР -@- ве, 


40") 
Е) -е =(Е— Ру, 


Изъ 4,) вытекаетъ: 


1 

2, =59.7+т,Ё +1, 
а 

У. =59,# +т,ё +1, 
ра 

2, = 9, +тё +п,. 


Изъ этихь формуль легко получаемъ: 
1 а 
т, 1,—п,)—т, (уу—*,) =—5 (т, 9,—т,4,}ё 2 
9. (1„—п,)— 9, (у—,) = - (т, у,—т, 9, 6, 
т, (у, —",)—т, (а —*",) — 5(т,9, —т, 9,)#". 
Первыя два уравнен1я даютъ: 


2) [9,(1,—п, )—9, (у,—п,)]*-+ 2 (т, д,—тьд, [т (2,—т,)— 


—т, (у, —®, )] =0, 


РР ооо РС РУЗ ООО Рену 
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, чаемъ: 
Изъ перваго и третьяго получе 


он (т, (уе бы, 
8) т, у’, т, (№) 71,0, — 19. 
сть, что мраекторя центри 
Изъ уравнешя 4) сл$дуетъ, что 
такъь какъ @) есть уравнене 
| 
араллельны оси 2’, а осно- 


Это уравнене показыва 
инерши есть плоская кривая. 
эта траекторя—парабола, 
цилиндра, производяния котораго п 
вашемъ служить парабола. 

Нетрудно было бы доказать, 
лельна направлению силы тяжести. 
ваться не будемт. 

Что а остальныхь уразненй С.) В] Е), 
то они въ данномъ случав  тожественвы СЪ аналогичными 
уравненями $ ТП. Слфдовательно, всф сдфлапныя въ послЁд- 
немъ изслФдовавя относительно величинъ Ф, р, 4, ", а, 6, с; 
вполнз сохрапяютъ свое значеше и въ настоящемъ случа$. 

Случай центральныхь силь. Положимъ, что непрерывныя 
силы Р дЬйствують на точки (2, у, 2) тфла вдоль прямыхъ 
0, соединяющихъ эти точки съ центромъ пнерщи, причемъ 


что плоскость @) парал- 
Но на этомъ останавли- 


Р=—х’то. 


гд$ т— масса точки (5, у, 2), х— величина, одинаковал для 
всфхъ точекъ тфла. Изъ выраженя силы Р сл$дуетъ: 


Х=—х'тл, у=—ёФуту, б=—х'та, 
ОТЕУДа, 


5Х=—х'Утх, У=—ф'Уту, =’ Ута, 
или, такъ какъ началомъ координать служить центръ инерщи, 
5Х=5Уу=57=0. 
Далфе, въ силу предыдущихьъ значенй слагающихь Х, У ий, 
2(уё—2У)= Х(гХ-—27)= У(хуфуХ)=0, 


5(Хт+ Уу+22 =—х'Ут( + у) =— хто". 


ИОН 
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Но, ебли /1/—иначальное значене главнаго полярнаго мо- 
мента инерции, то, кашъ извфстио, 


хто" = Пф*; 
слЪдовательно, 


2(Хз+ Уу+йг) = — Пи ‘фр. 


Основныя уравненшя 5 И по внесени всЪхт, этихь зна- 
ченй примутъ слБдующй видъ: 


с) 7-—П | + 7, 
ь 


“о 2 2 т. За т 
аи =— 2% 'ф 4 ре +4 Й; 


4(Р'’у) т Р 1" Р й КЕ’) ее 
Ч = Вод, 99 ру, С = (Р--)ы, 


45, _ 45, 48, _ 
в. == ар) 


Уравнен!я 4), Е) и Е’,) тожественны въ 
ча съ аналогичными уравненями 


данномъ слу- 
слЪфдовательно, ограничиться изс 


задачи Розизоё. Мы можемъ, 
лБдовантемъ уравнен!й С) ир,). 
Пользуясь извъстной формулой: 


мы представимъ эти уравпен1я въ слфдующемъ вид: 


1) тт. -—П | 


в о АТ, 
ит =— 9х Фф —| в фаф - п : 


7 


оно, НИИ 


о а ааа сееВИЙЙ 


=> 98 — 


Здфеь ф‚ начальное значене величины ф. Эти не 
0 ' — 

ня легко интегрировать ВЪ ТОМЪ случа, ога Х—Д 

функщя отъ ф. Въ самом дЪлф, полагая: 


< т. 
3) [грар- уф 7. при [т Еф, | 
Фо 


получимъ: 
Т=—ПЕф) + т, 
% отр" 4 +. 
, 4ф* 
Умножимъ обЪ части послЗднаго уравневя на Я `—— = 


4ф Ч Въ силу тожества, 


4 ай ы [ИА 


4.9' 476? а (9) р] 
а“ 


найдемъ: 


а (29) д перо заио 
ды) Вх 16) п, +4", 


Интегрировав!е этого. уравнен1я даетъ: 


(29) в | ирар— | Е(ф)ф@р+ 2пф* +5, 
[1 $, $ 


гдЪ $5—повая произвольная постоянная. Отсюда легко  выво- 
димт: 


фаф 1 


уз+ тв кар Е)ф)фаф “ 
9% 9 
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слЪдовалельно, 


урожд | 


рик па = з (1—&,), 
/з А ар —16 Кфар * 
Фо Фо 


гдЪ #, — соотвфтствующее ф, значене времени $. Мы вилимт, 


что, если х—иплая функиая оть величины ф, то посльдняя 
есть абелева функщя отз времени. 


Раземотрямъ въ заключене простЪйпий частный случай, 
когда х— постоянная величина. Въ этомъ предположении. 


|’ кар Иф)--Еф)- 5 ФФ, 
Фо 
слЪфдовательно, 


Еф-5 9’, Еф,)= & $, * 
ДалЪе 


`’ то | 


*, жа ь. и!” ' 
ХФ = (ФФ, |" Е р)раф —5| 9’аф- 5‘, °) 
в? 7 Фо 
Ретавляя эти значеня въ уравнен!е 5), найдемъ: 


№ фаф 1 
6 ———— = (1—5, 
7), удвьтеатя & 
глЪ 
$, =8+4%°ф,". 


Уравнеше 6) можно представить въ слФдующемъ видф: 


`? 4.4" 
т) =ЕЬ, 


у/— (2—2) 


1* 


= 100 — 


гдЁ лля краткости положепо: 


7 
$ =8 + дя ` 


Мы пидимъ, что, если величина 5, Е орт, то ф— 
комплевсвая функщя отъ времени. Пусть, слфдовательно, 


= +4’. 
Уравнен!с 7) даетъ въ этом случа”: 


4х*'ф —*) — 914), 
Зах 


| авезт( 
Фе 


откула 
8) 4х’ф’—п= Захзт(3%4 1), 


гд$ 


диф *— 
1= 4768 "т ТЯ | 
ах 


Мы видимъ, что 6 этомё случаю 1тЪло перюдинески 
расширяется и сжимается. Перюдъ расширеня и сжатя 


л 
равенъ „. Обратимся къ выраженио 4) живой силы. Внеся, 


. г % - 3 
ви$сто Е(ф), найденное выше значене 5$’, получим: 


*П 
Т=п—ф =7и— ‚182% +0) 


кл. силу формулы 8). Мы видимъ, что живая сила ттла 


. Л л 
также перодически изминяется сх тльмь же перодомь > 
$ У. 06зоръ литературы. 
Бъ зашиочеше иаотолщаго труда слфлаемъ кратюй обзоръ 


литературы иптересующей пасъ области мехавики, причемъ 
отлбльво разсмотримъ работы по кинематикЪ и сталик%. 


” 
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ВажнЪйптия изслфдования въ области кинематики принал- 
лежать Сразез’ю, Стопаг4`у и Вигтезег у. 

%ь небольшей статьф ') перваго изъ этихъ аторотЪ 
(1830 г.) мы находимъ теорему, капитальное значение которой 
выяснилось лишь далеко позже. Теорема эта устанавливаетъ 
существоване двойной прямой и перпенликулярной ит рей 
двойной плоскости для лвухъ полобныхъ межлу собой фигуръ, 
какъ угодно лежащихъ въ пространств. Это свойство завлил- 
чаетъ въ себф всф геометрическя особенности лвухъЪ по10б- 
ныхъ фигуръ и, будучи развито, легко приводить 5Ъ освов- 
нымъ теоремамъ кинематики подобно-измфвяемаго тфла. 

Велфдъ за статьей СПазез`я появляются небольшая изелЪ- 
дованя частнаго характера, принадлежатия Реегзеп у, Ра- 
тапё’у, Уепег”у и др. Эти работы имфютъ скорфе геометри- 
ческ!Й интерес. Первое развите работы Свазезя было хано 
Стопата’омъ *) Опъ подробно изел$доваль (1865 и 1370 г.) 
плоское движене плоской подобно-измнаемой фигуры. Имъ 
снова доказано существоване мтновеннаго центра, а Также 
теорема, по которой въ каждый моментъ движеня скорости 
точекъ фигуры образуютъ одинаковые углы съ прямыми. го- 
единяющими эти точки съ мгновеннымъ центромъ. Далфе @гоц- 
атФомъ дана теоря ускорешй плоскаго движетя, теорйя 
центровъ кривизны, а также установлена аналога этого во- 
проса и лвижен!я неизм!.няемой плоской фигуры. 

Перехожу теперь къ работамъ Вигшезёег‘а °). Большая 
часть ихъ относится къ кинематикВ измняемыхъ системъ 
боле общато вида, чЬмъ подобно-измфняемая. Для послЪлней 
важны дв его статьи. Въ первой (1874 г.) разсматривается 
плоское движене; во второй (1878 г )—движене въ прост- 
ранств$. Особенно интересна вторая работа въ виду крайней 
общности полученныхь результатовъ и оригинальнаго метода 
доказательствъ. Достаточно сказать, что авторомъ дана полная 
теорйя скоростей и ускорешй всбхъ порядковъ, охватывающая 
одновременно неизмзняемую, подобно-измВняемую и однородно- 
измВняемую системы точекъ. 


1) См. ниже указатель литературы. 
*) Тоже. 
3) Тоже. 
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Не менфе замфчателенъ методъ, которымъ пользуется 
авторъ. Этотт методъ построенъ на слфдующей теорем$: 

Если мы раздълимь в5 одинаковом отношении прямыя, 
соединяющёя омолотичныя точки двух5 аффинныхь, подобныть 
или котруэнтныть фичурь, то точки дъленя образують фи- 
1уру, аффиную первымз двумг. 

Отсюда легко вывести основную теорему кинематики: 
Концы одновременныхь скоростей точекь неизмъняемой, тпо- 
добно и однородно (аффинно )—измюняемой системы обра- 
зуютз аффиную фиууу. 

Эта теорема, справедливая и для ускорешй везхъ поряд- 
ковъ, заключаетъь въ себЪ всю теоршю скоростей и ускоревй. 
Воть важнфйше результаты. 

1) Направленя скоростей и ускорев!й образуютъ линей- 
ный комплектъ втораго порядка и класса. 

2) Геометрическое мЪсто точекъ, имвющихь одинаковыя 
скорости, или ускореня есть поверхность эллипсоида, 

Кром указанныхъ, капитальныхь изслЪдован!й по кине- 
матикв подобно-измняемаго тфла, существуеть цфлый рядъ 
работъ, изъ которыхъ наиболфе интересныя принадлежать 
Сезепвениег”у ') и П. Сомову °). Оба автора разсматри- 
ваютъ плоское движене. Первый изъ нихъ пользуется геомет- 
рическимъ методомъ, замфчательнымъ по простот$ и изяществу. 
Въ его работ мы находимъ, прежде всего, полную теор 
двухъ и трехъ подобныхъ между собою фигуръ, лежащихь въ 
одной и той же плоскости. Далфе авторъ продолжаетъ работу 
Стопага’а относительно центровъ кривизны траектор!й, распро- 
страняя на подобно - изм$няемую систему формулу Зауату, 
результаты СЪегРа, и т. д. 

Въ сочинен Сомова разработана аналитически плоская 
кинематика, причемъ интересна (гл. УТ) попытка автора 0боб- 
щить для подобно - измфняемой системы сложеве вращений. 
Онъ строить различными способами центръ составнаго движе- 
я и опредфляеть послфднее. Къ сожалВню, то обстоятель- 
ство, что авторомъ не выдЪлено изъ общаго движен1я лучистое 
расширен!е, лишаетъ его результаты простоты и зпаченя для 
кинематики трехъ измфрений. 


) См. ниже указатель литературы. 
2) Тоже. 
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По статикЪ подобно - измфняемаго тфла имфются лишь 9 
работы Мобиз’а ') и одна— автора настоящаго трула ‘). Въ 
своемъ учебник статики МбМиз разбираеть условя равновфс1я 
плоской системы силъ, дЪйствующихь на точки подобно- 
измВняемой системы, лежащей въ той же плоскости. Ро вто- 
рой сталь авторъ, исходя изъ принципа Бернулли, выводить 
снова усломя равноввая плоской системы силъ, а затфиъ 
переходить къ систем$ силь, дЪйствующихь въ пространств 
на точки подобно-измЪняемой системы. КромЪ условй равно- 
вЪая, мы находимъь (53 6) разборъ любопытнаго частнаго 
случая четырехъ силъ. Оказывается, что здфсь къ услошямъ, 
имфющимь мЪето въ случаф твердаго тБла, присоединяется 
еще то, что плоскости, проведенныя чрезъ точки приложения 
силъ перпендикулярно къ направлемямъ послФднихъ, должны 
пересЗкаться въ одной точкф. 

Основан!я, на которыхъ построена третья работа, и важ- 
нЪйше результаты изложены въ 6 2 второй части настоящаго 
сочинен1я. Отсылая въ этому $ читателя, мы ограничимся 
здЪсь зам$чанемъ, что въ третьемъ выпуск нашей „Статики“ 


распространена на подобно - изм$няемую систему теор1я вин- 
товъ ВаГя. 
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